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Chào mọi người! 

Tôi là một cựu học sinh của trường THPT Chuyên Thủ Khoa Nghĩa, niên khoá 2013- 
2016 và vừa trải qua kì thi THPT Quốc gia năm 2016. Trong quá trình ôn luyện thi 
môn Toán, tôi có một số kinh nghiệm đúc kết cho bản thân thông qua việc làm bài tập, 
đặc biệt là trong các dạng bài tập phân loại như hình học giải tích phẳng Oxy, phương 
trình, hệ phương trình, bất phương trình. Riêng phần bất đẳng thức, giá trị lớn nhất, 
nhỏ nhất tôi sẽ hoàn thành nếu còn thời gian. Bây giờ, tôi thực hiện bài viết này nhằm 
chia sẻ với các bạn điều đó, vì trong thời gian sau thi hầu như tôi khá rãnh rỗi. Bài viết 
không chất chứa nhiều bài toán, vì tôi nghĩ với xu thế thị trường sách tham khảo 
phong phú như bây giờ thì việc tìm những quyển sách tham khảo cho mỗi bạn không 
hề khó khăn, các bạn có rất nhiều sự lựa chọn tác giả và đầu sách phù hợp với khả 
năng, sở thích của mình. Vì thế, bài viết này chỉ đơn giản là một tài liệu nhằm trao đổi 
kinh nghiệm trong việc giải toán, một công cụ để các bạn tìm ra lời giải cho bài toán, 
chứ không nhằm tiếp thu nhiều dạng toán khác nhau. 

Bài viết này phù hợp với các bạn học sinh đã học xong chương trình toán lớp 10, 
những bạn có mục tiêu điểm 7,8,9 môn Toán trong kì thi THPT Quốc gia và tuyển sinh 
ĐH, CĐ sắp tới. Tuy nhiên, một điều thật sự quan trọng, đó là trước khi bắt tay chinh 
phục các câu hỏi này, các bạn nên chắc chắn rằng mình đã nắm được bao quát kĩ năng 
giải 7 câu đầu tiên trong đề thi: Khảo sát - vẽ đồ thị hàm số, bài toán phụ khảo sát hàm 
số, số phức, logarit, hàm mũ, tích phân, hình học giải tích trong không gian Oxyz (Lớp 
12), câu hỏi biến đổi/phương trình lượng giác, tổ hợp, xác suất, hình học không gian 
(lớp 11). Lấy điểm những câu vừa nêu đơn giản hơn nhiều so với lấy điểm ở những 
câu 8,9,10. Do đó, điều tối quan trọng là các bạn phải nắm thật chắc 7đ trước, sau đó 
hãy lăn vào cuộc chiến giành điểm cao. Thi đại học là một cuộc chơi lớn mà ở đó bạn, 
không những hay mà còn phải may và phải tỉnh táo. Làm được 3 câu cuối nhưng đánh 
rơi điểm số ở 7 câu còn lại là điều đáng tiếc. Vì khi công bố điểm thì không có khung 
nào chú thích vào "thí sinh làm được 3 câu khó nhất đề thi” đâu. Hãy lưu ý điều đó. 

Nói như vậy không phải để các bạn nản lòng chiến sĩ. Tự tin là khí chất quyết định. 

Hãy luôn nghĩ rằng bạn sẽ làm được và bạn quyết tâm làm điều đó cho đến cùng. Hãy 
học kĩ những câu dễ và tìm cho mình một khoảng thời gian nhất định để tự rèn luyện 
3 câu khó, hoặc là 1 câu hoặc 2 câu khó cũng được, vì nuốt trọn 3 câu là điều rất khó 
khăn. Quỹ thời gian không bao giờ thiếu, hãy sử dụng chúng thật tốt. Đường học vấn 
dài 12 năm, nhưng quyết định là ở 1-2 năm cuối cấp này. Quyết tâm chiến đấu và hãy 
tự vạch ra cho mình một kế hoạch để bức phá trong giai đoạn cuối này. Hãy nghĩ đến 
mục tiêu, đem lại sự bất ngờ về khả năng của bạn, cho cha mẹ, thầy cô và bạn bè. 
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Vì cũng chỉ là người đã từng tiếp thu tri thức, người đã đi trước các bạn một bước 
trong quá trình chuẩn bị cho kì thi lớn trong cuộc đời học sinh, nên trình độ nhận thức 
của tôi đôi khi cũng rất hạn chế. Bài viết này là những nhận thức chủ quan, có khi 
đúng, có khi sai, nhưng tôi sẽ cố gắng hạn chế tối đa những sai lầm. Chúng ta có thể 
trao đổi với nhau để tìm ra con đường ngắn hơn để đi đến kết quả cuối cùng. Tôi luôn 
sẵn sàng tiếp nhận những ý kiến trao đổi của các bạn và nhìn nhận sai lầm của mình. 

Hi vọng bài viết sẽ là công cụ hữu ích cho các bạn trong bước đường chuẩn bị cho kì 
thi THPT Quốc gia 2017, 2018 và những năm tiếp theo. Chúc mọi người, đặc biệt là các 
bạn TKNers có được một quá trình rèn luyện và chuẩn bị tốt cho kì thi của riêng mình, 
đạt kết quả cao nhất. 

Xin cảm ơn các bạn! 
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KINH NGHIỆM VỀ QUÁ TRÌNH ÔN LUYỆN MÔN TOÁN 

Như các bạn đã biết, đặc thù của môn Toán là môn học không đòi hỏi các bạn phải học 
thuộc lòng. Song, bên cạnh đó, ở môn học này đòi hỏi mỗi người phải tự xây dựng cho 
mình một cách học hợp lí, một lối tư duy cho bài toán mình đã gặp qua, vì sẽ chẳng 
bao giờ có chuyện cho bạn thi ngay vào những bài toán mà mình đã từng giải đâu. Vì 
thế, nhiều bạn hết sức lo ngại về môn này. Thứ nhất, có thể là do khối lượng kiến thức 
quá lớn, quá nhiều công thức có liên quan trải đều ở cả 3 lớp học 10,11,12 và riêng 
phần giải tích phẳng Oxy đòi hỏi các bạn phải có kiến thức về chương trình hình học 
THCS. Thứ hai, việc đòi hỏi tư duy ở các bài toán phân loại là khá lạ với nhiều bạn, về 
cách phát biểu thành lời của đề cũng như cách giải các bài toán đó. Thứ ba, quỹ thời 
gian quá khiêm tốn dành cho môn học cũng là trở ngại lớn, vì ta không thể nào bỏ qua 
2 môn còn lại trong tổ hợp sở trường của mình, ví dụ Lí, Hoá (khối A) hay Lí, Anh văn 
(khối Al). 

Do đó, điều các bạn cần làm là vạch ra cho bản thân một thời gian biểu hợp lí, và theo 
tôi, các bạn nên tập cho mình thói quen học tập đều đặn, ví dụ mỗi ngày làm 1 hay 2 
bài tập gì đó, dù là bài dễ hay bài khó, đều phải cố gắng hoàn thành. Vì khi đó đầu óc sẽ 
thoải mái hơn, tiếp thu kiến thức được hiệu quả và góp phần tạo cho mỗi bạn 1 nề nếp 
sinh hoạt điều độ, tránh quá tải trong công việc. Hoàn thành ở đây không phải là bạn 
phải giải cho được bài toán, mà là bạn đọc qua, ngâm nga vài phút đề bài, rồi phát thảo 
sơ lược cách tiếp cận bài toán, xem xét lời giải và rút ra cho mình những kinh nghiệm. 
Khi đó, khả năng của các bạn sẽ được nâng lên từng ngày, từng ngày. Những bước đi 
đầu tiên bao giờ cũng gặp nhiều khó khăn. Nhưng qua mỗi bài toán, mỗi lời giải mình 
tiếp thu là một phần kiến thức, dần dần đầu óc mình sẽ có riêng một cách tư duy cho 
những dạng bài tương tự. Các bạn đừng bao giờ nản chí. 

Để giải quyết các vấn đề mà bạn có thể gặp, tôi nghĩ bạn nên: 

- Nếu bạn đang bâng khuâng về mớ kiến thức khổng lồ gồm toàn những công thức dài 
ngoằn, khó nhớ: tôi nghĩ bạn nên có riêng cho mình một cuốn tập hay một quyển sổ 
tay, ghi chép lại những công thức mình cần nhớ hoặc khó nhớ. Đừng nên lạm dụng 
những tài liệu chép sẵn công thức mà hãy tự mình soạn nó, vì chữ viết của mình bao 
giờ mình cũng dễ đọc hơn (chắc là vậy AA ), bên cạnh đó sẽ giúp cho bạn gợi nhớ nhiều 
hơn về những gì mình đã suy nghĩ, đã tư duy, vì ẩn sau những công thức là cả một quá 
trình tìm tòi và suy nghĩ. 
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- Nếu bạn đang lo lắng về vấn đề mất gốc trong kiến thức nền: mất thì tìm lại, google 
luôn ở bên bạn, đừng lo! Khi nào gặp một kiến thức có liên quan đến chương trình lớp 
dưới mà không thể nhớ ra, hãy tra sách hoặc là tìm kiếm trên mạng, rồi lại ghi chép 
vào cuốn sổ tay của riêng mình. Đó là cách bạn tìm lại kiến thức mà tôi nghĩ là tuyệt 
vời, khi ta biết mình thiếu sót chỗ nào mà kịp thời chắp vá lại. 

Còn khá nhiều vấn đề phát sinh khác và đòi hỏi bạn phải tự tìm ra hướng giải quyết 
riêng cho mình. Nhưng tôi muốn nói rằng, nếu bạn muốn vào đại học, bạn phải cố gắng 
thực hiện được ước mơ chứ không thể hoài mơ ước, bạn nên nghiêm khắc hơn với 
bản thân. Tất nhiên là phải luôn có những khoảng thời gian riêng để vui chơi giải trí, 
nhưng chỉ còn một thời gian không đủ dài để bạn có thể lơ là. Hãy đặt việc học lên 
hàng đầu và luôn cố gắng thực hiện ước mơ, đừng bao giờ nản chí! 

Tiếp theo, tôi mời các bạn đến với nội dung chính của bài viết này. 
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VẤN ĐỀ 1: HÌNH HOC GIẢI TÍCH TRONG MĂT PHẲNG 

". ... . . . " ■ ■ 

OXY 

sơ Lươn VỀ BẢI TOÁN HỈNH GỈẦỈ TÍCH TRONG MẤT PHANG OXY 

Bạn nào có theo dõi cấu trúc đề thi đại học những năm gần đây thì không khó nhận ra 
đây là câu hỏi ở vị trí số 8, nói nôm na là câu hỏi phân loại ở mức điểm 8. Để làm tốt 
dạng câu hỏi này, bạn cần: 

- Nắm vững kiến thức hình học lớp 10, những kiến thức về vecto, tích vô hướng, 
khoảng cách, đường thẳng, phương trình tham số, tổng quát, elip (riêng phần hypebol 
và parabol những năm gần đây được giảm tải, các bạn nên hỏi rõ lại thầy cô giáo để 
biết thêm chi tiết, vì mỗi năm sẽ có một cấu trúc khác nhau). 

- Xem lại kiến thức hình học THCS: các đường trong tam giác (trung tuyến, phân giác, 
đường cao,...), tứ giác nội tiếp (về góc chắn cung, góc ngoài tại một đỉnh,...), định lí Ta- 
lét về 2 đường thẳng song song (tỉ số giữa các đoạn thẳng), tam giác bằng nhau, tam 
giác đồng dạng, tính chất tam giác đều, tam giác cân,... 

- Có khả năng nhận dạng các yếu tố mà đề bài cho: riêng phần này sẽ được đề cập kĩ 
trong bài viết. 

- Khi làm xong, dựng hệ trục Oxy ngoài giấy nháp, thể hiện lên hệ trục các điểm, đường 
thẳng mà đề bài yêu cầu xem có hợp lí hay không. Đây là bước kiểm tra kết quả hết 
sức quan trọng, giúp bạn có thể chắc chắn rằng mình đã "xử đẹp” bài toán hình học 
phẳng Oxy. 

- Một điều mà nhiều bạn hay bỏ qua là phải vẽ hình thật chuẩn. Thường thì đề bài sẽ 
cho về tam giác, hình chữ nhật, hình vuông,... với các yếu tố, tính chất hình học đặc biệt 
được che giấu đi, yêu cầu người giải tìm ra mới hi vọng giải quyết trọn vẹn bài toán. 
Hoặc chí ít là khi đã nhận ra điều đặc biệt, cũng có thể nêu ra mà không chứng minh 
nếu chứng minh không được, trong trường hợp này bạn chỉ có thể bị trừ từ 0.25-0.5đ 
cho bài toán lđ (nếu những bước tính toán còn lại bạn làm đúng). Vì thế, bài toán 
dạng này tuy khó đạt được trọn vẹn lđ nhưng việc kiếm từ 0.5-0.75đ là điều mà bạn 
hoàn toàn có thể làm được. Đừng bỏ qua cơ hội dù nhỏ nhoi này! 

Chốt lại, với 5 gạch đầu dòng vừa nêu, bạn đã có tất cả những công việc để đi đến lời 
giải cho bài toán Oxy, riêng 2 gạch đầu dòng đầu tiên đòi hỏi ở chính bạn, hãy xem lại 
mục kinh nghiệm về quá trình ôn luyện để rút ra cho chính mình hướng đi phù hợp 
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nhất. Vì mỗi người sẽ có một khả năng hay một cách học khác nhau nên bạn đừng quá 
để tâm đến cách học của những bạn xung quanh, dẫu sao bạn cũng đi đến cái đích cuối 
cùng là ăn trọn câu hỏi 8đ này là được. 

KINH NGHIÊM xử LÍ CÁC BẢI TOÁN HÌNH PHANG OXY : 

1. Huớng giải quyết chung : 

- Buớc 1 : Đọc đề bài thật kĩ, đọc đến đâu vẽ hình ra đến đấy và nên vẽ thật chuẩn. 

Bước khởi đầu này tuy đơn giản nhưng hết sức quan trọng. 

Ví dụ: Cho tam giác ABC vuông tại A nội tiếp đường tròn tâm 0. Bạn có thể vẽ như sau: 
Cl: (Được khuyến khích) Vẽ đường tròn trước, sau đó vẽ tam giác vuông ABC 



C2: (Hơi khó hơn) Vẽ tam giác vuông ABC, lấy giao điểm của 2 trung trực, dựng đường 
tròn. Khi vẽ xong xoá đi các trung trực, vì không quan trọng. 



Một lời khuyên nho nhỏ: bạn nào yếu phần dựng hình thông qua tính chất của các 
đường trong tam giác thì nên làm theo Cl. 
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(Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác là giao điểm ba đường trung trực, nhưng chỉ cần 
lấy 2 đường là đủ). 

- Bước 2 : Xâu chuỗi các dữ kiện và tìm tính chất hình học (nếu có): Vì xu hướng ra đề 
những năm gần đây đánh khá mạnh vào phần tính chất hình học phẳng ẩn sau một bài 
toán hình học giải tích nên đòi hỏi các bạn phải tìm ra mấu chốt bài toán được tác giả 
giấu kĩ, qua đó kết thúc trọn vẹn bài toán. Trong bước 2 này, dù tính chất được giấu, 
nhưng sẽ có những dữ kiện bài toán mà dựa vào đó, ta có thể đi tìm. 

Tuy nhiên hiện nay có nhiều ý kiến cho rằng đề bài kiểu này là chưa hay và chưa mang 
lại 1 bài toán hình giải tích phẳng Oxy đẹp mắt và thuần tuý giải tích, nên có thể xu 
hướng này vài năm tới sẽ thay đổi, đánh mạnh vào phần kiến thức giải tích nhiều hơn. 
Vì vậy, bước 2 này là sẽ được bỏ qua nếu xu hướng hiện tại bị thay đổi đi. 

- Bước 3 : Dựa vào tính chất phát hiện cộng với dữ kiện bài toán, kết hợp kiến thức về 
phương trình đường thẳng, tích vô hướng,... tìm ra các điểm, phương trình đường 
thẳng hay đường tròn mà đề bài yêu cầu. 

- Bước 4 : Thể hiện hình vẽ lên hệ trục toạ độ Oxy ngoài giấy nháp để kiểm tra tính 
đúng đắn của lời giải. 

2. Một sổ hướng giải quyết dữ kiện bài toán : 

- Giả thiết bài toán cho toạ độ 2 điểm A,B chẳng hạn, ta viết được AB , do đó ta có thể: 
viết phương trình đường thẳng AB, phương trình đường thẳng qua A và vuông góc AB, 
phương trình đường thẳng qua B và vuông góc AB, tính được độ dài AB,... 

- Giả thiết bài toán cho toạ độ 1 điểm c và phương trình đường thẳng AB, ta có thể: tính 
được khoảng cách từ c đến AB, viết phương trình đường thẳng CD qua c và vuông góc 
hoặc song song với AB, tìm toạ độ điểm đối xứng với c qua AB,... 

- Giả thiết bài toán cho dữ kiện là phương trình đường tròn: xác định được toạ độ tâm 
và độ dài bán kính, nếu đường tròn là ngoại tiếp tam giác ABC, thì muốn tìm toạ độ 
điểm B, c, ta cần viết được phương trình BC, sau đó giải hệ phương trình đường thẳng 
BC và phương trình đường tròn ngoại tiếp, suy ra 2 điểm B,c. 

- Nếu đã biết trước phương trình đường thẳng, ta có thể tham số hoá 1 điểm thuộc 
đường thẳng để dễ tính toán. VD: cho đường thẳng AB :x-y + 1 = 0, thì ta có: điểm A 

thuộc AB => A(tự +1). Việc sử dụng tham số t là thường gặp, còn nếu muốn, bạn 
hoàn toàn có thể theo tham số khác (a,b,c,...), cách tham số được hiểu như sau: với 
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phương trình AB : X - y +1 = 0, ta cho x = t, khi đó y = x + \ = t + \ , và vì điểm A có toạ 
độ là A(x;y) nên có thể biểu diễn A{tự + \). Bước này khi đã quen thì không có gì 

đáng lo ngại. Tham số hoá toạ độ điểm như vậy để làm gì? VD: với đề bài cho phương 
trình đường thẳng AB : V - y +1 = 0 và điểm c(2; 5), tìm toạ độ điểm D thuộc AB, biết 

CD = vTÕ. Ta có thể tham số hoá D{t\t + 1) rồi tính độ dài đoạn thẳng CD thông qua 

con đường tính vecto: CD = [t -2;t -4) => CD = ^(í-2) 2 + (í-4) 2 , rồi từ dữ kiện 

CD = y/ĩõ , giải tìm t, sao đó suy ra toạ độ D. 

Còn nhiều kiểu dữ kiện bài toán nhưng hầu như tất cả các dữ kiện đều qui về việc yêu 
cầu tìm toạ độ điểm hoặc viết phương trình đường thẳng, vì thế các bạn phải nắm lí 
thuyết cho thật vững. 

3. Suy luận yêu cầu bài toán từ giả thiết : 

Dữ kiện bài toán đưa ra bao giờ cũng dẫn dắt ta đến một yêu cầu nào đó. Đó có thể 
không phải là kết quả của bài toán, nhưng có thể là bước đệm để dẫn đến kết quả cuối 
cùng. Ví dụ: khi cho tam giác ABC, có các dữ kiện kèm theo và yêu cầu tìm toạ độ đỉnh 
A, thì các dữ kiện đó có thể sẽ không dẫn chúng ta đến ngay toạ độ điểm A cần tìm, mà 
ta phải tìm toạ độ B,c hay toạ độ các điểm đặc biệt khác trong tam giác như trực tâm, 
trọng tâm, tâm đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp,... Do đó, phải thật bình tĩnh khi đối mặt 
với các bài toán Oxy, phải đưa ra một hướng tư duy mở đường, đặt ra các câu hỏi cho 
bản thân như: có thể tìm được điểm nào trước, dữ kiện đề bài cho có thể khai thác 
như thế nào, từ đó sâu chuỗi dữ kiện để đi đến 1 kết quả có lợi nào đó. 

Ta xem xét đề bài sau, và tôi sẽ xem đề bài này như một ví dụ xuyên suốt các phần tiếp 
theo của bài viết, bài toán được trích từ đề thi THPT Quốc gia 2016 (lượt bỏ chút xíu): 

Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn đường kính BD. Gọi M, N lần lượt là hình chiếu 
vuông góc của A lên các đường thẳng BC, BD và p là giao điểm của hai đường thẳng 
MN, AC. Biết đường thẳng AC có phương trình x-y-ỉ = 0, M(0;4), A?(2;2). Tìm toạ 

độ các điểm p, A, B. 

* Xâu chuỗi các dữ kiện: nhìn nhận đề bài, có thể bạn nào cũng sẽ rút ra được những 
dữ kiện của bài toán, theo đó ta thấy ngay rằng: 
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- Đã có phương trình AC, ta có thể: mã hoá toạ độ điểm A, điểm c, tính khoảng cách từ 
một điểm khác nằm ngoài AC đến AC. Vì đề bài hỏi điểm A nên ta sẽ ưu tiên suy nghĩ 
vào điểm A trước (bỏ qua những suy nghĩ dành cho điểm C). 

- Đề bài cho toạ độ 2 điểm MN: ta có thể viết phương trình đường thẳng qua 2 điểm M 
và N (dưới dạng phương trình tổng quát), tính độ dài đoạn thẳng MN, viết được 
phương trình qua M và vuông góc với MN, qua N và vuông góc với MN. 

- Tiếp theo là các dữ kiện liên quan đến tính chất 
hình học: tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn 
đường kính BD, suy ra các góc BAD, BCD vuông 
(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) 

- Cuối cùng là giả thiết: ẢM _]_ BC, AN _L BD. 



Đến đây, ta coi như đã tóm gọn giả thiết để dễ 
hình dung hơn. Công việc này giúp bạn bỏ qua 
đề bài đầy chữ và chỉ chú tâm vào những gì mình 
đã tóm lược và hình vẽ chuẩn. Riêng những tính 
chất hình học nên biểu diễn lên hình vẽ chứ 
đừng dại gì viết ra giấy. Kết thúc quá trình xâu chuỗi giả thiết. 


Tiếp theo, ta suy luận yêu cầu bài toán từ giả thiết. Yêu cầu bài toán là tìm toạ độ các 
điểm p, A, B. Có một chi tiết dù nhỏ nhưng rất thông dụng, đó là toạ độ 1 điểm sẽ được 
xác định khi ta biết được phương trình 2 đường thẳng tạo nên giao điểm đó. Trong bài 
toán này, ta sẽ xét từ từ các điểm đề bài yêu cầu. Ta thấy điểm p = MN nẨC , mà MN 
và AC ta hoàn toàn có thể viết được các phương trình đường thẳng. Do đó coi như ta 
đã xử lí xong điểm p. Ta có MN :x + y- 4 = 0 và AC: X - y -1 = 0 nên toạ độ điểm p là 

ị X + y — 4 = 0 _ -rf 

nghiệm của hệ ■ , giải hệ ta tìm được bộ toạ độ p. Xong! Ta tiến đến giải 

[x - y -1 = 0 


quyết điểm A và B. Ta thấy rằng: điểm A thuộc đường thẳng AC đã biết phương trình, 
còn điểm B hoàn toàn chưa có manh mối gì cả (có chăng là B thuộc đường tròn ngoại 


tiếp tứ giác ABCD), do đó, ta ưu tiên suy nghĩ tìm điểm A trước. Khi đã giải quyết trọn 


vẹn điểm p, lúc này ta có thêm được giả thiết p 


5.3 

2 ; 2 


. Ta tiến hành phân tích điểm A. 


Muốn tìm toạ độ của 1 điểm, thường ta sẽ dùng phương pháp giống như đã tìm ra 
điểm p, tức là tìm phương trình của 2 đường thẳng mà A là giao điểm của nó, hoặc là 
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ta biết được độ dài của 1 đoạn thẳng nào đó chứa A, hoặc là biết được phương trình 
đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD. Các yếu tố này hoàn toàn ta không hề biết. Nhưng 
ta sẽ lần tìm từ quan hệ giữa A các điểm đã biết toạ độ: M,N,P. Ta tạm thời dừng lại tại 
đây, vì chưa thể tìm ra một cách rạch ròi những yếu tố ta vừa phân tích. 

4. Phát hiện và chửng minh tính chất hình học : 

Công việc này là một phần trong bước đường tìm thêm các cơ sở giả thiết để ta giải 
quyết trọn vẹn bài toán, ở ví dụ đang xét, ta đang bị "bế tắc" trong công cuộc tìm toạ độ 
điểm A, vì hầu như các điều kiện để tìm điểm A ta vừa phân tích đang chưa rõ ràng, 
còn thiếu thiếu một cơ sở gì đó để xử lí. Vì thế, ta dự đoán bài toán này còn một tính 
chất hình học được giấu đi và ta phải tìm nó. Nhưng có 1 lưu ý nho nhỏ rằng, khi nghi 
ngờ bài toán có tính chất hình học, bạn đừng vội vàng kết luận suy nghĩ của mình là 
đúng, vì có thể hình mình vừa vẽ rơi vào một trường hợp đặc biệt nào đó mà tính chất 
đó chỉ đúng với trường hợp đó, không đúng với các trường hợp còn lại, nói khác đi là 
bạn đang ngộ nhận tính chất, đi đến sai lầm. 

Việc tìm và chứng minh tính chất hình học là một phần kiến thức thuộc chương trình 
hình học THCS. Nhưng cái khó ở đây là, hồi cấp 2 khi làm 1 bài toán hình học, ta luôn 
biết được đề bài yêu cầu mình làm gì, ví dụ cho một cái hình, yêu cầu chứng minh góc 
này bằng góc kia, tam giác này bằng tam giác kia hay tứ giác nọ là tứ giác nội tiếp,..v..v.. 
Nhưng bây giờ, mọi việc sẽ phức tạp hơn khi bạn vừa phải dự đoán, vừa phải chứng 
minh tính chất mà mình vừa dự đoán đó. Công việc này không hề đơn giản. Tôi khuyên 
các bạn nên tìm lại các kiến thức lớp 9 mà mình đã học, hoặc tìm trên mạng những 
tính chất hay, thực hành chứng minh dần dần, khi đó bạn sẽ nhuần nhuyễn các kĩ năng 
cần có để chứng minh hoàn tất một yếu tố hình học. Tôi có thể gợi ý cho bạn một số 
kiến thức từ quan trọng đến ít quan trọng hơn sau đây: 

- Tứ giác nội tiếp, các góc trong đường tròn (góc ở tâm, góc nội tiếp, góc tạo bởi tiếp 
tuyến và dây cung,...). 

- Tam giác đồng dạng, tam giác bằng nhau, định lí Ta-lét, chú ý về tỉ số giữa các đoạn 
thẳng bị chắn bởi hai đường thẳng song song. 

- Tính chất các đường trong tam giác: đường trung tuyến (trung điểm, trọng tâm), 
đường cao (trực tâm), đường phân giác (tâm đường tròn nội tiếp tam giác), đường 
trung trực (tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác), đường trung bình. 

- Tính chất các cạnh và các góc trong hình bình hành, hình chữ nhật, hình thoi, hình 
vuông. 
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- Tiếp tuyến của đường tròn tại 1 điểm. 

- Công thức tính diện tích tam giác (hình học 10), diện tích hình thang, bình hành,... 

Hoặc nếu có thời gian và hứng thú, bạn cũng có thể tìm thêm một số kiến thức nâng 
cao về đường tròn Euler, đường thẳng Simson (tính chất của bài toán Oxy THPT Quốc 
gia 2016). Tìm, hiểu, chứng minh được hoặc xem chứng minh và tiếp thu được là ok, 
không cần nhớ tên chúng nó làm gì. 

Các tính chất hình học có thể yêu cầu bạn chứng minh là trung điểm, trực tâm, trọng 
tâm, 2 đoạn thẳng bằng nhau, 2 đường thẳng vuông góc, song song hoặc tạo với nhau 
một góc bất kì không đổi, các điểm cùng thuộc một đường tròn,... Đó là một số định 
hướng cho các bạn. 

Khi đã nghi ngờ tính chất nào đó, đừng ngần ngại mà hãy đặt thước vào kiểm tra ngay. 
Chúng vuông góc, song song hay bằng nhau gì gì đó cũng sẽ thể hiện qua cây thước 
thẳng, thước đo độ của bạn, và khi đã nhận thấy rồi thì nên vẽ thêm 1 hình khác để 
chắc chắn rằng nhận định của bạn là chính xác (không phải lúc nào cũng vậy, nếu như 
bạn đã chắc chắn thì nên tiết kiệm thời gian, khỏi vẽ hình cũng được, vẽ thì ok hơn). 

Trở lại với bài toán của chúng ta, ta hoàn toàn có 
thể mã hoá toạ độ điểm A vì A thuộc đường thẳng 
AC đã biết phương trình, ta tìm quan hệ giữa các 
điểm đã biết toạ độ với điểm A. Ta phân tích một 
chút. Có thể bạn nghi ngờ p là trung điểm của AC, 
đặt thước vào đo ngay thì thấy điều bạn nghi ngờ 
có vẻ đúng. Nhưng hãy tự hỏi mình một câu rằng, 
nếu điều đó xảy ra, bạn có thể làm gì tiếp theo để 
tìm toạ độ điểm A? Nếu điểm c đã biết toạ độ, bạn 
hoàn toàn có thể đi theo con đường đó, nhưng 
không may, điểm c hoàn toàn còn là một ẩn số. Vì 
vậy, khả năng này ít xảy ra. Bỏ qua. Ta thấy rằng AP và NP hoàn toàn không có mối 
quan hệ nào, khả năng AP vuông góc với MP cũng là rất thấp. Tuy nhiên, nếu để ý một 
chút, bạn sẽ thấy được điều đặc biệt đến từ 2 đoạn thẳng AP và MP, dù không song 
song, vuông góc nhưng chúng hoàn toàn có khả năng bằng nhau. Đặt thước vào đo, 
bạn càng có niềm tin hơn vào suy nghĩ của mình khi thước cho độ dài 2 đoạn là như 
nhau, vẫn tiếp tục đặt ra câu hỏi nếu điều đó xảy ra, ta làm gì tiếp theo. Đến đây, toạ 
độ M và p hoàn toàn xác định, ta tính được MP, toạ độ điểm A được mã hoá nên vecto 
AP chỉ còn chứa một ẩn số duy nhất (bạn có thể xem lại ví dụ ở cuối trang 7). Vì vậy, 


A 



DUCTRONGT13-16TKN 


Trang 12 









Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


KINH NGHIỆM ÔN THI THPT QUỐC GIA VÀ TUYẾN SINH ĐẠI HỌC, CAO ĐẲNG 


điểm A có thể được tháo gỡ từ đây. Việc chứng minh AP = PM tôi xin để dành cho các 
bạn, nếu hiện tại chưa chứng minh được thì có thể sau này, khi luyện đề, các bạn có 
thể lôi ra làm lại, có nếu không nhớ mà lôi ra làm lại thì thôi cũng chẳng sao, điều quan 
trọng là bạn cần xây dựng cho mình một lối tư duy cho việc tìm và phát hiện tính chất 
hình học. Điểm B có thể được tìm ra bằng con đường tích vô hướng từ quan hệ bốn 
điểm B, A, N, M với A, M, N đã biết toạ độ. 

Sau đây là một dàn ý lời giải ngắn gọn cho đề bài vừa ra, không phải là lời giải hoàn 
chỉnh cho bài toán, và tất nhiên không thể trình bài vào bài thi như thế này được: 


p là giao điểm của AC và 


và MN 


Chứng minh PA = PM. Vì A thuộc AC suy ra A{t\t- 1) . Ta có: PA = 


T 




V 2 2y 


Suy ra: PA = . 2. 



r sỴ rr 

t-- = V2 

5 

t- — 

s fĩ 

, PM- . Vì PA-PN => 

1 

II 

Lh 

u 

1 

V 

l 2) 

2 

2 

\J = 0 


Ả(5;4) 

ẩ(0;-1) 


Với A(5;4) suy ra 5(0;5) (các bạn kiểm tra lại). Với A(0;-l) suy ra B{- 1;4). 


Trong bài toán trên, tôi đã cố tình lượt bỏ đi điều kiện của bài toán gốc là: hoành độ 
điểm A nhỏ hơn 2. Qua đó, tôi cũng lưu ý với các bạn rằng, dữ kiện nêu trên chỉ sử 
dụng để loại bót nghiệm khi tính ra toạ độ điểm A và không góp phần vào cơ sở dữ kiện 
mà chúng ta đã phân tích trước đó. Đồng thời, điều này cũng góp phần giúp bạn có thể 
dễ dàng trong việc định hướng lời giải sau khi đã tìm ra điểm p, giúp bạn có cơ sở đê đi 
tìm điểm A trước, sau đó tìm điểm B sau. 



Và cũng đừng quên kiểm tra lại kết quả của bài 
toán bằng việc biểu diễn các điểm vừa tìm được 
lên hệ trục toạ độ Oxy ngoài giấy nháp để chắc 
chắn rằng kết quả của mình là đúng, để có thể 
kịp thời sửa lại nếu thấy không hợp lí. 

Một lưu ý nhỏ trong việc kiểm tra lại bằng hệ 
trục toạ độ: các bạn vẽ lên toạ độ các yếu tố đề 
bài cho trước (điểm M, N, đường thẳng AC), sau 
đó là các yếu tố vừa tìm được (P, A, B), rồi kết 
hợp thêm các yếu tố hình học (góc BAD, góc BCD 
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vuông) để hoàn thiện hình vẽ, thường thì đề sẽ cho các điểm rơi vào các toạ đặc biệt 
hơn là các toạ độ xấu (chỉ là thường thường như thế thôi chứ không phải lúc nào cũng 
vậy đâu nha A A ). Các bạn kiểm tra kết quả còn lại bằng cách tương tự. 

5. Một sổ phương pháp giải quyết dữ kiên bài toán khi đã biết tính chất hình hoc : 

- Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm và hơp với đường thẳng cho trước môt 

góc a cho trước : 


Dựa trên lối tư duy: "Một điểm có toạ độ xác định khi nó là giao điểm của 2 đường 
thẳng đã biết phương trình". Kiến thức vận dụng ở đây chính là cách viết phương trình 
đường thẳng "sơ khai", ngay từ những buổi đầu các bạn bắt đầu học Oxy. 

Điều kiện để sử dụng phương pháp này gồm: đã biết trước 1 điểm mà đường thẳng đi 
qua, 1 đường thẳng khác đã biết phương trình và số đo góc a giữa đường thẳng cần tìm 
và đường thẳng đã cho. Cách này tương đối hữu ích trong việc giải các bài toán liên 
quan đến hình vuông, hình thang và hình chữ nhật đã biết trước tỉ lệ giữa các cạnh. 


Các bước sử dụng phương pháp: 


1. Tìm góc a tạo bởi đường thẳng cần viết phương trình (í/) và đường thẳng đã biết 
trước phương trình (à) . 

2. Viết phương trình dạng tổng quát của đường thẳng d: giả sử điểm A[m',n ) thuộc d, 
khi đó phương trình đường thẳng d có dạng: «(x - m) + b(y - n) = 0, a 2 +b 2 ^ 0, 
đường thẳng A: cx + dy + e = 0, khi đó d và À lần lượt có các vecto pháp tuyến là 

u = = ( c;d ) 


3. Dùng công thức tích vô hướng cosa 


u.v 


— 


— 

u 


V 


4. Biện luận cho a và b, suy ra phương trình đường thẳng cần tìm. 


Ví dụ, cho hình chữ nhật ABCD với AB = 2BC, phương trình đường thẳng 
AB :x-2y + 3 = 0, điểm £)(0;2), tìm toạ độ điểm B. 


vẫn theo lối tư duy cũ, muốn tìm toạ độ B, ta cần biết phương trình 2 đường thẳng mà 
giao điểm của chúng là B, đề bài đã cho trước phương trình AB nên phần việc của ta là 
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đi tìm phương trình của đường thẳng còn lại. Các đường thẳng giao với AB tại B là CB, 
DB. Với đường thẳng BC, ta biết BC _L AB , nhưng điểm c chưa có, nên chưa thể hội đủ 
2 yếu tố (biết vecto pháp tuyến và 1 điểm thuộc đường thẳng) để viết phương trình. 
Nên trường hợp này ta tạm thời bỏ qua. Xét tới đường thẳng BD, ta hầu như đã hội đủ 
các yếu tố: đường thẳng AB đã biết phương trình, điểm D đã biết toạ độ và góc hợp bởi 
AB và BD cũng có thể xác định được từ dữ kiện AB = 2BC. Nếu thấy dữ kiện đề bài cho 
có tỉ lệ giữa các cạnh, các bạn phải dự đoán khả năng có thể viết phương trình đường 
thẳng theo cách này. Như vậy, các điều kiện đều đã có đủ, theo tuần tự từng bước ta 
thực hiện yêu cầu bài toán (các bạn trình bày lại): 

1. Tìm góc tạo bỏ 


Ta có cosa = -2— 
BD 

(vì BD = 4aB 2 + 

2. Giả sử BD : ax- 


i AB và BD: 

= 7? 


AD 2 = ADj5 ) 

\-b(y-2) = 0, a 2 +b 2 * 0 



3. Sử dụng tích vô hướng: đường thẳng AB và BD có vecto pháp tuyến lần lượt là 
u = (l;-2),v = ( a;b ) . Ta có: 


cosa = 


u.v 


<=> 


- 4 = = 7 = -L— <=> (a-2b) 2 =4(a 2 + b 1 ) <=> 3 a 2 + 4ab = 0 <=> 

7 4747 J 5 v 1 ' 


a = 0 
-4 b 


a 


Cách giải phương trình trên là các bạn chia 2 vế cho b 2 ,{b^ o) , sau đó giải phương 

a = 0 ,(yỉ'b A o) 


N 2 . Cl 

trình bậc 2: 3x + 4x = 0 với x= b’ được 2 nghiệm là 


X = 0 

4 : 

X = 

3 


_ 4 -, 

a = —-b 
3 


4. Với a = 0, chọn b tuỳ ý, b = 1 chẳng hạn, suy ra phương trình BD :y -2 = 0, suy ra B 


Với a = —2-ố, "chọn b sao cho a đẹp", chẳng hạn b = -3 => a = 4, suy ra phương trình 
ổ£): 4x - 3 (y - 2) = 0 <=> 4x - 3y + 6 = 0, suy ra B. 

Việc chọn giá trị ở bước 4 là hoàn toàn ngẫu nhiên, khi các bạn đã rút được quan hệ 
giữa các biến a và b thì việc cho giá trị a, b là tuỳ thuộc các bạn, miễn đừng cho 2 giá trị 
đồng thời bằng 0 là được, nên cho làm sao cho đẹp để còn dễ bề xử lí. 
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CÓ thể hiểu hơn phương pháp qua hình vẽ bên: 

Trên hình, góc tạo bởi hai đường thẳng dl và d2 và góc tạo 
bởi giá của hai vecto pháp tuyến của chúng rõ ràng bằng 
nhau, nên ta có công thức ở bước số 3. 

- Sử dung dữ kiên diên tích : 

Đề bài cho dữ kiện diện tích, thường sẽ cung cấp cho bạn 
thông tin liên quan đến độ dài các cạnh, các đường trong 
hình, hoặc cũng có thể tính góc giữa 2 đường thẳng chẳng 


hạn (bằng công thức tính diện tích tam giác đã học s = ab sin A , tuy nhiên khả năng 


này thấp hơn), thường là độ dài đáy, đường cao trong tam giác, cạnh trong hình chữ 
nhật, hình vuông, hình thang vuông, hình bình hành,... 


Các bước xử lí thường gặp khi gặp dạng dữ kiện này: bạn có thể đặt ẩn cho các cạnh 
cần biết độ dài, rồi áp dụng các công thức diện tích, giải phương trình tìm ẩn đó. Ví dụ, 
ta có đề bài sau: 


Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có diện tích bằng 18. Gọi 
E là trung điểm cạnh BC. Đường tròn ngoại tiếp tam giác CDE cắt đường chéo AC tại G, 


(G không trùng với C). Biết £(l;-l),G 


2.4 
5’5 


và điểm D thuộc đường thẳng 


d: X + y - 6 = 0. Tìm toạ độ các điểm A, B, c, D. 



Dữ kiện đã cho 2 điểm E và G -> viết được phương 
trình EG, tính được độ dài EG. 

Lại có điểm D thuộc đường thẳng d đã biết phương 
trình, một cách tự nhiên, ta tìm quan hệ 3 điểm G, D, 
E, vì điểm D là điểm khả dĩ nhất có thể tìm toạ độ. 

Tứ giác GECD nội tiếp và ZECD = 90° 


=> ZDGE - 90° , viết được phương trình GD, tìm được điểm D (GD giao với đường 
thẳng d ra D và cả 2 đường thẳng đều đã biết phương trình). 

Đến đây, hầu như chỉ còn 1 dữ kiện là diện tích hình chữ nhật ABCD = 18. Ta phải tìm 
cách xử lí dữ kiện này. Như đã nói, dữ kiện diện tích cung cấp thông tin về độ dài của 1 
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đoạn thẳng nào đó trong hình. Ta tiến hành xem xét. Ta còn lại ba điểm A, B, c, ta cần 
tập trung vào điểm nào trước? Từ dữ kiện diện tích hình chữ nhật, ta dễ dàng biết 
được diện tích các hình sau: ABCD, ABC, DCE, ABD, ACD, BCD. Trong các hình vừa nêu, 
chỉ có tam giác DCE là chứa 1 điểm cần quan tâm (điểm C) và 2 điểm đã biết toạ độ 
(E,D), vì vậy ta tập trung xử lí hình này trước. Vậy, ta sẽ đi tính cạnh EC và CD, để hi 
vọng "kẹp” điểm c vào 1 dữ kiện khác rõ ràng hơn nữa. Nếu đặt EC=a, từ việc đã biết 
toạ độ điểm E và D, ta tính được độ dài đoạn ED, nên bằng định lí Pytago, hoàn toàn 


biểu diễn CD theo a. Cụ thể, điểm £)(4;2), nên DE = 3 V 2 , suy 
công thức tính diện tích tam giác CDE, ta tính được a, vì ta có: 


ra CD = ylĩỉ 


ABCD 


CDE 


4 


-a 1 , rồi từ 

\ 


Giả sử 


7 


c(x;y), từ 2 giả thiết là CE _L CD,CE = a , ta suy ra toạ độ điểm c. Từ đây, việc tìm toạ 


độ B và A (theo thứ tự) chỉ là chuyện nhỏ AA . Các bạn xử lí gọn bài này nhé! 


Từ ví dụ trên, dữ kiện diện tích cung cấp thêm 1 điều kiện ràng buộc cho yêu cầu bài 
toán, nếu không có giả thiết đó thì điểm c sẽ "chạy lung tung” khi ta chỉ có điều kiện 
tích vô hướng 2 vecto CE, CD bằng 0. Đây cũng là một hướng tư duy để các bạn áp 
dụng dữ kiện diện tích một cách hợp lí nhất. 

Một điểm lưu ý nữa là trong cách xử lí dữ kiện diện tích, thường thì ta sẽ đặt ẩn cho 
cạnh và tìm ẩn đó. Việc này khá đơn giản nhưng đôi khi trong khi làm bài các bạn hay 
không nghĩ tới. Vì vậy, trong việc xử lí các câu phân loại của đề toán, các bạn phải thật 
bình tỉnh, đừng bất tỉnh nhé AA . 

- Loai điểm dua vảo điều kiên cùng phía - khác phía của điểm so với đường thẳng: 

Tôi cũng chưa biết nên đặt tiêu đề sao cho dễ hiểu hơn nữa. Có thể bao hàm ý của chủ 
đề là: khi các bạn giải 1 bài toán Oxy, ví dụ như bài toán chúng ta vừa xét, có 1 điều 
phát sinh là bạn sẽ giải ra được 2 điểm c. Những trường hợp như vậy ta phải nghi ngờ. 
Nếu đề bài cho điều kiện kiểu như "hoành độ điểm nhỏ hơn 2; hoành độ điểm âm; 
tung độ điểm bé hơn -1” gì đấy, thì ta dễ dàng loại được điểm không mong muốn. Tuy 
nhiên, điểm c trong đề bài trên không có 1 điều kiện ràng buộc nào, mà nó lại bị ép 
trong một tính chất hình học: c và G nằm khác phía (nằm về 2 phía) so với đường 
thẳng ED. Vì vậy, 2 điểm c mà bạn giải được có thể là 1 điểm c thoả mãn điều kiện còn 
1 điểm c thì không. Do đó, chúng ta phải loại đi điểm c không thoả mãn. 

Cơ sở của mẹo loại điểm này là kiến thức: cho 1 đường thẳng d : ax + by + c = 0 đã biết 
phương trình, 2 điểm A và B được gọi là cùng phía so với d khi và chỉ khi tích 
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(. ax 4 + by 4 + c){ y ax B + by B + c) > 0 

Điêu ngược lại, A và B khác phía so với d khi và chỉ khi 

(ax A + by A + c)(ax B + by B + c) < 0 

Do đó, tuỳ vào hình vẽ và yêu cầu bài toán mà ta sử dụng điều kiện này cho phù hợp. 
Đây là 1 kĩ thuật không khó, nhưng tôi cũng rất thường hay quên trong việc giải ra 2 
điểm, vì giải ra được là tâm lí mừng lắm rồi, nhiều khi quên đi không hay. Các bạn nên 
lưu ý điều này. 

Vì điểm c trong bài toán trên được thể hiện trên hình vẽ là khác phía với G nên ta dễ 
dàng sử dụng điều kiện và loại điểm c không thoả mãn. Tuy nhiên, có nhiều bài toán, 
việc loại điểm là không hợp lí, vì có thể hình mà bạn vừa vẽ chỉ là 1 trường hợp, trường 
hợp đó điểm cần tìm cùng phía với 1 điểm khác, nhưng trong 1 trường hợp khác thì 
chúng lại khác phía! Điều này rất hay gặp, nhất là khi giải các bài toán liên quan đến 
tam giác. Khi đề cho tam giác ABC và không kèm theo 1 điều kiện gì thêm, chúng ta 
thường vẽ tam giác nhọn cho dễ nhìn, nhưng lại còn một trường hợp nữa là tam giác 
ABC có 1 góc tù. Vì thế, tính chất của các điểm trong 2 loại tam giác này là khác nhau. 

Do đó, cách khác phục cho những bạn còn yếu trong việc nhận dạng tính chất hình học 
kiểu này (tôi cũng sử dụng cách này, một phần là để rút ngắn thời gian suy nghĩ, tăng 
tốc độ làm bài) là khi giải ra, ví dụ 2 điểm c trong bài toán vừa nêu, bạn cứ việc, ứng 
với mỗi điểm c giải tiếp bình thường, ra các điểm A, B còn lại, xong biểu diễn lên hệ 
trục toạ độ Oxy để kiểm tra, trường hợp nào không thoả mãn (hình trên hệ toạ độ cảm 
thấy "kì kì”) thì bạn biết mình sẽ phải loại điểm. Quá trình này thực hiện ngoài giấy 
nháp, nhớ là phải thật bình tĩnh, không được ẩu bước này. Cách này tuy dài, nhưng 
hạn chế sai sót và tránh việc bạn bị "ngộ nhận", loại nhận điểm khi chưa hiểu bản chất 
của bài toán. Chính bản thân tôi đã gặp tình huống này nhiều lần và thật sự rất rất 
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Qua 2 hình vẽ, dễ dàng nhận thấy hình thứ 2 sai khi G không thuộc AC, trái giả thiết bài 
toán. 

Hi vọng các bạn tìm ra cho mình con đường ngắn nhất để dẫn đến kết quả bài toán, 
không nhất thiết phải làm theo hướng này, vì nhiều bạn có thể đánh giá cách này hơi 
rờm rà. 


6. Sử dung hê truc toạ độ Oxy "ảo" đề chửng minh tính chất hình hoc : 


Cách chứng minh này khá hữu ích trong trường hợp các hình đã cho biết trước về tỉ lệ 
các cạnh (lại là tỉ lệ), ví dụ ta có tỉ lệ các cạnh hình vuông là 1:1:1:1 chẳng hạn, các hình 
chữ nhật cho biết cạnh này bằng mấy lần cạnh kia, tương tự với tam giác cũng vậy,... 
Cơ sở phương pháp: 


- Trước hết các bạn vẫn theo truyền thống cũ, đặt thước vào kiểm ra xem chúng song 
song, vuông góc hay các cạnh có bằng nhau hay không, phát hiện tính chất hình học, từ 
đó mà có hướng để xử lí tiếp theo. 

- Lắp một hệ trục Oxy "ảo” vào hình, biểu diễn các điểm trên hình theo 1 hệ số tỉ lệ nào 
đó, rồi sử dụng các công cụ giải tích phẳng: tích vô hướng, công thức khoảng cách từ 
điểm tới đường, ..V..V.. 

- Kết liễu tính chất hình học bằng các kết quả thu được. 

Có vẻ hơi khó hiểu một tí, vì lí thuyết mà, cũng chẳng biết nói thế nào cho dễ hiểu hơn 
nữa, ta sử dụng 1 ví dụ sau: 


Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thang ABCD vuông tại các đỉnh A, B và có 

1 _ ' fl ' 


AB = AD = ^BC.Đ iểm N 
2 


v3 ;1 y 


thuộc đoạn thẳng AC và NC = 2NA. Đường trung 


tuyến kẻ từ B của ABCD có phương trình X - y - 2 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh của hình 

thang ABCD biết điểm B cỏ hoành độ âm. _ 

Các dữ kiện hên quan đến tính chất hình học đã được 
biểu hiện trên hình vẽ, do đó còn lại 2 dữ kiện 



N 


;k 


và đường trung tuyến BM : X - y -2 = 0. 


B=0 


Lúc này tạm thời các bạn đừng quan tâm đến điểm N’ 
và B=0. Ngoài ra còn có điều kiện ràng buộc "điểm B 
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CÓ hoành độ âm” nên ta định hướng rằng có thể sẽ tìm được điểm B trước. Nhưng việc 
chỉ mới biết điểm B thuộc đường thẳng BM đã biết phương trình là chưa đủ để tìm toạ 
độ điểm B. Do đó, ta cần biết thêm 1 đường thẳng khác đi qua B, ta có các đường AB, 
BC và BD. Có 1 điểm đặc biệt là, khi vẽ hình, ta vô tình nhận thấy điểm N thuộc AC và 
cũng thuộc BD, điều này có thể bạn đã vẽ hình đặc biệt, vẽ thêm 1 hình khác, bạn sẽ 
thấy điều này vẫn đúng. Cơ sở tính chất hình học này gây cho ta niềm tin rằng nó đúng 
và chúng ta bắt đầu phân tích tiếp. Bạn đã biết rằng, 1 đường thẳng viết được phương 
trình khi biết 1 điểm thuộc đường đó và góc a tạo bởi đường thẳng đó và đường thẳng 
khác đã biết phương trình, do đó ta còn thiếu 1 yếu tố là góc hợp bởi BD và BM để 
hoàn thành việc viết phương trình BD, từ đó suy ra điểm B. Trong khi đó, dễ thấy rằng 
A RDM vuông cân tại D và các cạnh BD, DM có thể tính được nhờ vào việc mã hoá cạnh 
AB, BC. Tóm lại, yếu tố hình học mà ta đang nghi ngờ hoàn toàn có cơ sở để đi đến yêu 
cầu bài toán. Ta lần lượt chứng minh N thuộc BD và tính góc ZDBM . 


Hình thang ABCD ta đã biết tỉ lệ các cạnh, hoàn toàn có thể sử dụng trục toạ độ Oxy 

"ảo" để chứng minh N thuộc BD. Để không mất tính 
tổng quát, bạn dựng hệ trục toạ độ Oxy như hình vẽ, 
với B trùng với góc toạ độ 0. Trong cách dựng này, 

bạn nên chọn 2 đường thẳng vuông góc nhau để lắp 



trục cho dễ. Vì AB = AD 


■ị- BC nên nếu cho AB=a thì 
2 


B=0 


AD=a và BC=2a. Bước này khá dễ nhưng các bạn nên 
cẩn thận với cách đặt số đo chiều dài như vậy vì đôi 
khi sẽ dẫn đến những nhầm lẫn tai hại. Để chứng 
minh N thuộc BD, ta sẽ chứng minh N là giao điểm của AC và BD, nhưng riêng tôi thấy 
chứng minh điều này là khá khó nhằn, nhưng tuỳ mỗi bạn có thể sáng tạo cho mình 
cách chứng minh riêng. Tôi đề xuất chứng minh theo cách sao: gọi N’ là giao điểm của 
BD và AC, ta chứng minh N’ trùng với N, tức là chứng minh N’ cũng chia đoạn AC theo 
tỉ lệ N’C=2N’A. Ta tiến hành chứng minh: vì ẢD / IBC nên 
VA AD a 1 

= —— = ^- = ^=>ÍV'C = 2 VA (dpcm). Do đó N’ trùng với N, suy ra N’ thuộc BD. 
vc BC 2a 2 

Ta giải quyết được một nửa vấn đề, vấn đề còn lại là tính góc ZDBM , việc này không 
khó khăn, ta có BD = \JAB 2 + AD 2 = ã\Í2 và DM = ^- = a 2 t sử dụng Pytago 


lần nữa là tìm được BM ngay, từ đó tính được cosDBM, thế là bạn đã có đủ các yếu tố 
để viết phương trình BD rồi! Đến đây thì việc tìm B là tương đối dễ dàng, và chú ý 1 
điều là BN - 2ND, sử dụng công thức vecto nữa là xong điểm D, riêng điểm A chỉ có 
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một yếu tố là AB _L AD nên ta cần biết thêm 1 yếu tố nữa để "chặn" điểm A. Vì B và D 
đã biết rồi nên có thể tính được BD, từ đó suy ra độ dài AB hoặc AD đều được. Kết hợp 
hai dữ kiện trên giống với các bài trước là tìm được điểm A ngay, có 3 điểm thì điểm c 
bỏ túi ngay rồi AA . Nhớ loại nhận điểm A nhé! 


Thêm một bài toán nữa mà cách định hướng ban đầu thật sự quan trọng. Qua đó, các 
bạn có thể thấy rằng, nên bắt đầu giải quyết yêu cầu bài toán từ những điểm có nhiều 
dữ kiện đề bài nhất, các điểm được nhắc đến nhiều nhất. Đó cũng chính là 1 bước tư 
duy để bạn khám phá các yếu tố hình học được giấu đi, và kết hợp với các kĩ thuật 
thích hợp để chứng minh, kết thúc bài toán. Tuy nhiên, bài toán này có lẽ vẫn chưa cho 
thấy sự ưu việc của hệ trục toạ độ, vì nhiều bạn có thể nói rằng việc dựng hệ trục là dư 
thừa trong cách chứng minh N thuộc BD, Ta-lét là xong ngay. Ta cần thêm 1 ví dụ nữa, 
ví dụ này đề cập đến cách chứng minh tính chất hình học bằng hệ trục "ảo", còn toạ độ 
các điểm thì... mất đề rồi nên không có biết nữa AA : 


Cho tam giác ABC vuông tại A, AC=2AB, BM là đường trung tuyến, M G AC , E là điểm 
thuộc BC sao cho EC=2EB, chứng minh rằng AE vuông với BM. _ 



Bài toán này có một cách là chứng minh AE là 
đường phân giác của góc BAC. Tuy nhiên ở 
đây tôi sẽ không đề cập đến cách đó vì tỉ lệ 
các cạnh được chia bởi phân giác không phổ 
biến với nhiều bạn. Tôi sẽ trình bày cách dùng 
^ hệ trục toạ độ để chứng minh. Trọng tâm của 
__ ta ở đây là thiết lập các vecto BM và AE theo 
a, sau đó dùng tích vô hướng 2 vecto này, nếu 
chúng bằng 0, ta có ngay đpcm. 


Đầu tiên, ta lắp một hệ trục toạ độ Oxy, với A trùng với gốc toạ độ 0 như hình vẽ. Cách 
lắp vẫn là tìm 2 đường thẳng vuông góc mà lắp vào cho dễ. Sau đó, biểu diễn toạ độ các 
điểm B, M, A, E lên hệ toạ độ. Vì cách lắp A trùng với 0 nên điểm A có toạ độ ^(0;0), 

điểm B thuộc Oy nên 5(0;a), c thuộc Ox nên c(2a;0) , điểm E thì hơi không rõ ràng. 

Tôi giải thích chỗ này một chút. Mục tiêu của mình ta là đang đi tìm xem toạ độ điểm E 
là bao nhiêu, nên các bạn phải kẻ 2 hình chiếu vuông góc của E lên Ox và Oy, tức là lên 
AC và AB, khi đó đoạn AH, AK (H, K lần lượt là 2 hình chiếu vừa kẻ) chính là bộ toạ độ 
của điểm E. Bằng cách dựng 2 đường thẳng qua E vuông góc với AC và AB, theo định lí 

Talét ta có: ■—- = —— = — => AC = --HC => AC = H AC - AH => AH =nAC = —, 

AC BC 3 2 2 v ' 3 3 
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(với H là giao điểm của đường thẳng qua E song song với AB và AC). Tương tự, ta tìm 
được AK. 


Cuối cùng, ta suy ra 


E 


a 2 a' 

v T ; T y 


. Ta đã có toạ độ của các điểm cần biết, lần lượt đi tính 


các vecto AE,BM , sau đó xét tích vô hướng AE.BM thấy tích này bằng 0, do đó 

AE _L BM , hay AE vuông góc BM. Mỗi bạn hãy suy nghĩ và tìm cho mình 1 hướng đi 
tốt cho dạng bài này, vì nó rất hữu ích. 


Ngoài việc sử dụng cho các hình đã biết trước tỉ lệ, cách lắp hệ trục toạ độ Oxy "ảo” 
này còn được dùng cho một số hình khác không biết trước tỉ lệ, nhưng các trường hợp 
này khá hiếm và khó, vì có tỉ lệ, các bạn mới biểu diễn được cụ thể toạ độ các điểm lên 
hệ trục, việc giải dễ dàng hơn. 


Tóm lại, việc lắp hệ trục toạ độ Oxy "ảo” để chứng minh tính chất hình học gồm các 
bước chính sau đây: 

1. Đặt thước vào, suy nghĩ, nghi ngờ và dự đoán tính chất hình học. 

2. Lắp hệ trục Oxy vào hình vẽ, nhớ lập luận "chọn hệ trục toạ độ Axy/Bxy (A/B trùng 
0 như hình vẽ). 

3. Xác định toạ độ của các điểm trên hình thông qua độ dài của các hình chiếu vuông 
góc. Trước bước này là việc mã hoá độ dài các cạnh nào dễ biết trước theo một tham 
số nào đó, trong các ví dụ vừa ra là a. 

4. Tiến hành chứng minh thông qua con đường vecto: vuông góc -> tích vô hướng; 
chia đoạn thẳng theo tỉ lệ -> đẳng thức vecto; song song -> vecto này bằng k lần vecto 
kia,... (những điều này các bạn xem lại lí thuyết về các vecto). 

5. Xử lí yêu cầu bài toán. Xong! Nhẹ nhàng hơn là việc sử dụng tính chất hình học 
thuần tuý để chứng minh. Tuy nhiên điểm yếu của phương pháp là không phải dạng 
bài nào cũng dùng hệ trục Oxy "ảo” được, các bạn nên suy nghĩ kĩ kẻo lầm đường. 

7. Một sổ cách sử dung đường tròn và phương trình đường tròn : 


Riêng về phần này, tôi cũng thú thật là bản thân chưa có nhiều ý tưởng cho một bài 
toán có liên quan đến đường tròn và phương trình đường tròn, vì lớp bài toán ở dạng 
này tương đối hiếm, ít gặp. Tuy nhiên, nói như vậy không phải các bạn có quyền chủ 
quan, xem thường. Cái nào càng hiếm thì những kì thi sau càng có xác suất ra đề cao 
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hơn (ví dụ năm 2016 cho bài toán số 9 là phương trình siêu việt, bài toán số 10 lại cho 
khảo sát hàm mũ trên một miền tương đối khó xác định,...). Vì thế, ở đây tôi chỉ xin 
nêu ra những vấn đề mình thu nhặt được, hi vọng mỗi bạn sẽ có cách suy nghĩ sáng 
tạo, mới mẻ hơn trong quá trình giải toán. 

Về đường tròn, đó là một phần tương đối rộng trong phần tính chất hình học. Người ra 
đề rất hay kèm theo đường tròn trong hình vẽ, dù là dữ kiện chính hay dữ kiện mang 
tính chất bước đệm. Vì thế, các bạn nên xem kĩ các kiến thức về góc, về đoạn thẳng,... 
trong đường tròn. Bài toán cho đường tròn, các bạn không nên nghĩ đến việc viết 
phương trình đường tròn (ptdt) đầu tiên. Vì để viết ptdt cần đến 2 yếu tố: tâm và bán 
kính, khá khó để xác định. 

Về ptdt, đó là một dữ liệu rất sâu về ý nghĩa (các bạn tìm hiểu thêm) gồm: cung cấp 
thông tin về toạ độ tâm, chiều dài bán kính, phương trình của 1 "đường”-giống đường 
thẳng vậy thôi,... 

Một số bài toán về tiếp tuyến, cát tuyến với đường tròn, tương giao giữa đường tròn 
và đường thẳng các bạn tim hiểu thêm. Những phần này nhìn chung xoay quanh công 
thức tính khoảng cách mà các bạn đã học, chú ý so sánh khoảng cách giữa các đường 
đã nêu với bán kính là xong. 

Riêng một vài bài toán khó về đường tròn có liên quan đến tính chất cung và dây cung, 
yếu tố vuông góc, song song của các đường trong đường tròn. Một số bài toán khó 
khác đòi hỏi tư duy dựng hình và tìm ra tính chất được che giấu phức tạp. 

Phần đường tròn, nhìn chung là một yếu tố dữ kiện cho chung với các hình khác như 
tam giác, hình chữ nhật, hình vuông,... nên nhiều bài toán trên đây cũng đã lồng ghép. 
Riêng phần các bài toán chuyên sâu về đường tròn như trục đẳng phương, 2 đường 
tròn các nhau, lồng nhau,... tôi xin không đề cập (nhưng có thi nha). Các bạn chịu khó 
đọc sách và xem qua phần này, các bài toán hầu như có khuôn dạng và có thể luyện 
tập một thời gian thì các bạn sẽ nắm được thôi. 

Đó là một số điều tôi tiếp thu được trong quá trình học và luyện tập bài toán hình giải 
tích phẳng Oxy, còn 1 vấn đề mà tôi không tiện viết ra, đó là về các tính chất hình học. 
Việc này đòi hỏi quá trình rèn luyện của các bạn. Nhưng hi vọng qua các chia sẻ của 
tôi, các bạn có định hướng rõ ràng hơn trong việc tiếp cận và tìm tính chất hình học bị 
giấu đi. Các bạn cố gắng phát hiện tính chất, còn nếu chứng minh không được, thì cứ 
làm tiếp mà bỏ qua quá trình chứng minh, ví dụ trong đề thi THPT Quốc gia 2016, các 
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bạn có thể nêu PA = PM, rồi sử dụng nó như một giả thiết và giải tiếp. Việc đó chỉ làm 
cho bạn bị trừ 0.25 đến 0.5đ cho 1 bài toán lđ thôi. Đừng bỏ hết, tiếc lắm! 
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VẤN ĐỀ 2: KINH NGHIÊM xử LÍ CÁC BÀI TOÁN PHƯƠNG 

—““““—““^“■"* ■ 

TRÌNH, HỆ PHƯƠNG TRÌNH, BẤT PHƯƠNG TRÌNH 

sơ Lươc VỀ BẢI TOẮN PHƯƠNG TRÌNH. HẺ PHƯƠNG TRĨNH. BẤT 

PHƯƠNG TRÌNH 

Câu hỏi ở vị trí số 9 luôn gây khó khăn cho các bạn về mức độ phức tạp của nó. Nếu bài 
toán Oxy còn có thể khái quát được ta nên làm gì, thì bài toán này hầu như chỉ có thể 
lần tìm từ từ dựa trên những suy luận về nghiệm và “hình dáng" của phương trình (tôi 
xin nói "phương trình” thay cho "phương trình, hệ..." cho gọn). Hiện nay, có một trào 
lưu Casio đang lan tràn trên thị trường, nó giúp ích khá nhiều cho các bạn trong việc 
giải bài toán này. Tôi cũng là người có tiếp nhận và sử dụng một phần kĩ thuật Casio 
này. Tuy nhiên, với quan điểm cá nhân, tôi nghĩ các bạn không nên lạm dụng máy tính 
quá mức, vì cái gì quá cũng có hại. Việc Solve nghiệm và chức năng table dò nhân tử là 
quan trọng, nhưng quan trọng hơn là cách tư duy, định hướng cho từng dạng bài toán 
cụ thể. Đừng nên tôn sùng một "môn phái” nào quá mức, hãy luôn nhớ rằng toán học 
luôn là nơi dành cho sự tư duy sáng tạo hơn là lối mòn cũ kĩ. Casio cứ rần rần thế 
không chừng mấy năm sau bộ lại bỏ cả câu này thay bằng một câu khác như bài toán 
thực tế hay những chuyên đề về đa thức, dãy số chẳng hạn. Tới đó thì cũng cắn răng 
mà chịu thôi. 

Theo như tôi thấy thì bài toán phương trình, hệ phương trình này ít tiếp xúc ở cấp ba, 
có chăng là một ít trong chương trình học kì 2 năm lớp 10 các bạn được học về các 
phương trình dạng cơ bản, bậc 2, phương trình đẳng cấp,... nên nhiều bạn nhìn vào 
loại bài toán này là ngao ngán ngay bởi độ phức tạp của nó, nào là căn thức, nào là bậc 
3, 4, rất khó xử lí. Vì thế yêu cầu ở bước đầu tiên là các bạn phải tập làm quen với nó 
trước đã, phải tiếp xúc nhiều để không còn xa lạ cảm giác phải đối mặt với "đám rừng” 
đáng ghét này nữa. 

Khi đã quen dần, các bạn bắt đầu học cách giải nó. Nhìn chung thì việc giải phương 
trình xoay quanh những phương pháp chính như rút nhân tử - phương trình tích, đặt 
ẩn phụ, đưa về dạng phương trình cơ bản, phương pháp hàm số, đánh giá thông qua các 
bất đẳng thức,... Từ những phương pháp nền tảng này mà tuỳ vào mỗi bài toán khác 
nhau, ta lại dùng những phép biển đổi khác nhau, vận dụng một, hai và thậm chí ba 
phương pháp kết hợp để qui cái lạ thành cái quen. Các bạn hẳn có nghe câu slogan của 
Bộ là: "đề thi cho sát với chương trình SGK”. Mấy bác nói đúng đấy, nhưng mà là sau 
khi ta đã qui những cái phức tạp thành cái quen thuộc được học, không hề đơn giản! 
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Học giải phương trình là cả một quá trình, bạn nên đi từ những bài cơ bản trước đã. 
Đó không những là những bài dễ nuốt và giúp bạn cảm thấy tự tin hơn mà còn là bước 
hình thành những cơ sở phương pháp để mọi việc về sau được trở nên nhẹ nhàng. 

KINH NGHIÊM xử LÍ BÀI TOÁN PHƯƠNG TRÌNH 

Có 5 phương pháp theo thứ tự ưu tiên sau bạn cần nhớ: 

1 - Rút nhân tử chung. 

2 - Đặt ẩn phụ 

3 - Liên hiệp 

4 - Phương pháp hàm số 

5 - Đánh giá (bất đẳng thức, đạo hàm,...). 

Với 5 phương pháp kể trên, bạn hầu như có thể giải được tất cả các bài toán phương 
trình, tất nhiên là cộng thêm một chút biến đổi đẳng thức toán học nữa. Ta tiến hành 
xét từng phương pháp. 

1. Rút nhân tử chưng: 

Đây là phương pháp truyền thống nhất mà bạn đã từng học. Rút nhân tử chung để hi 
vọng đưa về dạng phương trình tích làm cho phương trình trở nên đơn giản hơn. Với 
sự hỗ trợ của máy tính và sơ đồ Hoocne thì phương pháp này cũng trở nên nhẹ nhàng 
hơn. Ta xét một phương trình sau: 

V 4 + 4x 3 + 3x 2 -2x-6 = 0 

Đó là một phương trình đa thức bậc 4 có nghiệm đẹp 
(nghiệm là 1, do tổng hệ số bằng 0), do đó ta hoàn toàn 
có thể tách được nhân tử. Hoặc đơn giản hơn, bằng máy 
tính Casio, ta solve nghiệm cũng được 2 nghiệm đẹp 
như hình bên cạnh. Hình 2 diễn tả cách tìm nghiệm thứ 
2 khi ta đã có 1 nghiệm bằng 1. Kĩ thuật này quen thuộc 
và cũng khá dễ nắm bắt, các bạn cố gắng. 

Hoặc khi nhẩm được nghiệm 1, ta cũng có thể dùng sơ 
đồ Hoocne: 


s Math 

X 4 +4X 3 +3X 2 -2X-Í > 

x= i 

L-R= 0 

0 Math 


< 2 -2X-6)-KX-l)l 


ISI main 

(x 4 +4X 3 +3X 2 -2X-]> 
Xv -3 

L-R= 0 
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xxxxxx 

1' 

4' 

3’ 

-2’ 

-ố’ 

1* 

1' 

5 

8 

6 

0 

-3* 

1' 

2 

2 

0 

X 


Cách lập và sử dụng sơ đồ Hoocne: 

1. Tạo lưới ô vuông như hình vẽ. ô đầu tiên bên trái bỏ, không điền gì cả. 

2. Điền các hệ số của phương trình vào từng ô ở hàng thứ nhất, chữ X của bậc nào 
không có thì điền hệ số bằng 0. 

3. Điền nghiệm đã Solve hoặc dò được vào hàng học, chú ý bỏ ô đầu tiên của bảng. 

4. Tiến hành tính toán theo công thức "nhân ngang - cộng dọc”, số đầu tiên hạ xuống, ví 
dụ ở hàng thứ 2, số 1' hạ xuống, tiến hành "nhân ngang - cộng dọc”, lấy 1* nhân với 1' 
rồi cộng với 4’ là được 5 điền vào ô tiếp theo, cứ thế mà làm hết hàng, số cuối cùng 
luôn là số 0, và là số 0 thì mới đúng. Công việc thực hiện tương tự với hàng nghiệm -3. 

5. Khi đã hết hàng dọc, hàng cuối cùng là hệ số của đa thức không có nghiệm thực, được 
đặt tương ứng. Chẳng hạn hệ số cuối bảng theo hàng ngang là 1-2-2, nên đa thức ban 
đầu được tách thành 2 nhân tử có nghiệm là (x-l)(x + 3) và một đa thức không có 

nghiệm là (x 2 + 2x + 2) nên ta có phương trình tương đương: 

x + 4x 3 + 3x 2 - 2x-6 = 0 (x-l)(x + 3)(x 2 +2v + 2) = 0<^v = 1 hoacx = -3 

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm. 

2. Đăt ẩn phu 

Phần đặt ẩn phụ bao gồm ẩn phụ hoàn toàn và ẩn phụ không hoàn toàn. Cách nhận 
dạng phương pháp này là trong phương trình có những thành phần giống nhau xuất 
hiện lặp lại, nên ta ý tưởng đưa chúng về một ẩn mới để phương trình trở nên gọn 
nhẹ, cơ bản hơn. 

Về phần ẩn phụ hoàn toàn, tức là ta thay thế biến đã cho thành biến mới sao cho 
phương trình sau khi thay chỉ chứa một biến ta đã đặt. Ta xét ví dụ: 

3Va: 2 -2 = 4-x 2 

Một ví dụ rất dễ, vì cái tôi muốn nói ở đây là mấu chốt trong bài toán phương trình đặt 
ẩn phụ. Ta thấy rằng có những phần giống nhau được lặp lại, đó là X 2 - 2, thật vậy, ta 
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chuyển hết về một vế, ta có 3\]x 2 -2 + X 2 - 2 - 2 = 0, do đó có thể đặt t = x 2 -2 rồi giải 

phương trình sau đó bình thường. Hoặc nếu ngại, bạn vẫn có thể đặt t = \Jx 2 -2 cho 
gọn hơn. Phương trình thu được có dạng bậc 2, là phương trình cơ bản quen thuộc, coi 
như phương trình đã cho được giải quyết. 

Về ẩn phụ không hoàn toàn, tức là khi thay thế biến đã cho bằng biến mới, ta không thể 
đưa phương trình ban đầu về một phương trình mới chỉ chứa hoàn toàn biến mới mà 
sẽ tồn tại song song hai biến. Dạng này khó và tương đối phức tạp hơn. Ta xét một ví 

dụ sau: X 2 -4x + (x-l)Vx 2 -3x = 0 

vẫn tương tự ví dụ trên, ta thấy có những bộ phận giống nhau khi ta biến đổi dễ nhìn 

hơn như sau: X 2 -3x + (x-i)\[x 2 -3x - X = 0 , ta đưa ra ý tưởng đặt t = \Jx 2 -3x,t > 0 , 

phương trình trở thành t 2 + (x-l)í-x = 0. Các bạn thấy rằng, từ phép đặt trên, ta vẫn 

"có thể” rút V theo t , tuy nhiên việc làm này chỉ làm cho mọi việc thêm rối ren. Cho 
nên ta chỉ biến đổi căn thức và phần biểu thức giống nó ở ngoài. Để giải phương trình 
vừa nhận được, ta có kĩ thuật delta chính phương như sau: xem phương trình trên là 
phương trình bậc 2 theo t , tính delta, ta có: 

À = (x -1) 2 + 4x = (x +1) 2 , do đó bằng công thức nghiệm phương trình bậc 2: 

X = b f ta suy ra phương trình có nghiệm t = ỉ,t = -x, thay t - \Jx 2 -3x vào mỗi 
2a 

trường hợp giải ra biến X, kết thúc bài toán. 

Ngoài ra, đặt ẩn phụ còn có dạng đặt 2 ẩn phụ trở lên đưa về hệ phương trình. Dạng 
này tôi sẽ nói rõ hơn vào phần phân tích bài toán, về cơ bản, việc đặt ẩn phụ dựa trên 
sự giống nhau về cấu trúc của các phần của phương trình. Điều kiện của ẩn phụ không 
hoàn toàn như vừa nêu là delta phải dạng bình phương của một số mới được, chứ 
không thôi thì cũng không sử dụng được phương pháp này. 

3. Liên hiêp niên hơp) 

Đây là kĩ thuật rất thường sử dụng trong các bài toán chứ căn thức, và đó cũng là 
phạm vi sử dụng của nó. Điều quan trọng trong kĩ thuật này là phải đoán trước được 
nghiệm (việc này không khó khi đã có Casio). Liên hiệp cũng gồm nhiều dạng, thường 

gặp là liên hiệp với 1 số và liên hiệp nhị thức. 
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Nếu nói sâu hơn về liên hiệp chắc cũng khó hình dung. Nhưng cơ bản là ta sẽ làm việc 
dựa trên nghiệm tìm được và các căn thức, xoay quanh giá trị của các căn thức. 

Với dạng hên hợp với 1 số. Ta xét ví dụ sau: 

2x-l + y/x + 3 - VlO-jc = 0 

Bằng chức năng Solve của Casio, ta thấy phương trình đã cho có 1 nghiệm x-l. 

Vì chỉ có 1 nghiệm nên ta ý tưởng liên hiệp với 1 số. Thay giá trị x-ỉ lần lượt vào 
từng căn ta thấy giá trị của chúng lần lượt là 2 và -3. Ta sẽ xử lí liên hiệp theo cách trừ 
vào phía sau phương trình các giá trị đó. Tức là phương trình đã cho tương đương 

2x-ỉ + -Jx + 3 - VlO-v = 0 <=> 2x-2 + \/x + 3 -2- VlO — X + 3 = 0 


Có thể nhiều bạn đã biết đến phương pháp này rồi nhưng lại đặt câu hỏi tại sao có 
những con số vừa cộng trừ thêm vào phía sau các căn thức. Do vậy qua quá trình vừa 
nêu trên, hi vọng các bạn đã xử lí được thắc mắc của mình. Các bạn đừng quên khi 
cộng trừ vào thì kiểm tra lại các hệ số và bù đắp lại cho tương đương pt ban đầu. 

Trước khi liên hiệp, tôi xin chú ý là có 2 dạng biểu thức hên hiệp chính là các hằng 
đẳng thức a 2 -b 2 = (a + ồ) (a - ò) dùng trong bài toán chứa căn bậc 2 và 

a -ỏ 3 = (a -b)i^a 2 + ab + b 22 j cho bài toán chứa căn bậc 3. 

Trở lại bài toán, ta tiến hành liên hiệp: 


2x - 2 + y/x + 3 - 2 - y/ỉO-x +3 = 0 

(Vv + 3-2)(V]rf3+2) (3-VlO-jc)(3 + VlO-x) 


■o 2(x l) + / r -— \ 

(Vv + 3+2) 

-/ a x-ì x-l 

<=> 2(x-l) + — TY + Ỵ~ . y 

(Vjc + 3+2J (3 + VlO-x) 


(3 + VlO-x) 


= 0 


(x-1) 


2 + 


1 | 1 

(Vv + 3 + 2 ) (3 + VlO-v) 


= 0 


Đến đây thì các bạn có thể xử lí được, khi trong ngoặc là biểu thức luôn dương với mọi 
V thuộc miền xác định của bài toán. 


DUCTRONGT13-16TKN 


Trang 29 
































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


KINH NGHIỆM ÔN THI THPT QUỐC GIA VÀ TUYẾN SINH ĐẠI HỌC, CAO ĐẲNG 


ĐÓ là cách tôi trình bày chi tiết nhất có thể cho dạng toán này, mấu chốt của liên hiệp 
nằm ở những điểm sau: nghiệm, căn thức, hằng đẳng thức và biểu thức trong ngoặc sau 
khi liên hiệp. Giải quyết được 4 huyệt điểm đó, coi như bài toán phương trình dạng 
này hoàn tất. Có nhiều bài toán mà việc xử lí biểu thức trong ngoặc trong dấu căn sau 
liên hiệp khá vất vả, đòi hỏi nhiều kĩ thuật. Chúng ta sẽ tìm hiểu sau. 

4. Phương pháp hàm sổ 

Đây là phương pháp tương đối mới, dành cho những bạn đã tiếp cận với kiến thức đạo 
hàm, nên tôi xin dành để nói về phần này chi tiết hơn. Nhiều kiến thức được dùng sau 
đây được trích trong sách "Phương pháp hàm số chinh phục giải toán phương trình, hệ 
phương trình, bất phương trình, giá trị lớn nhất, nhỏ nhất” của tác giả Nguyễn Đình 
Thành Công, do NXB Khang Việt ấn hành. Tôi xin nói qua về cơ sở của phương pháp 
này một chút: 

Hàm số đơn điệu gồm có 2 dạng là hàm số đồng biến hoặc hàm số nghịch biến. Cách xác 
định một hàm số đồng biến hoặc nghịch biến dựa vào dấu của đạo hàm cấp 1: 

- Hàm số / (x) được gọi là đồng biến (đơn điệu tăng) trên miền xác định K khi 
f'(x) > 0,Vx e K . Nếu có 2 số x l ,x 2 e K sao cho Xị > x 2 thì f(xị) > f(x 2 ) 

- Hàm số / (x) được gọi là ngịch biến (đơn điệu giảm) trên miền xác định K khi 
f'(x ) < 0,\/x e K . Nếu có 2 số x x ,x 2 e K sao cho X x > x 2 thì /(xj) < /(x 2 ) 

- Hàm số / (x) đồng biến hay nghịch biến được gọi chung là hàm số đơn điệu. 

Tính chất của một hàm số đơn điệu: với hàm số / đơn điệu trên miền xác định K, 2 
biểu thức chứa biến u,v G K , (chứ u,v không phải là biến đơn thuần), ta có: 

- f(u) = f(v)ou = v (1) 

- f{u) >/(v) <=> u > V nếu hàm số / đồng biến trên K. (2) 

- /(w)>/(v)<=>ỉ/<v nếu hàm số / nghịch biến trên K. (3) 

Giải thích ý nghĩa chỗ này một chút, ví dụ ta có một hàm số / có dạng 

f{x) = 3jv 2 -2jc- 1, hàm số này có đạo hàm f\x) - 6x-2, lập bảng xét dấu ta thấy 
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—;+00 


và /'(*) < 0,Vv I 


... 1 
■°° ; 3 


, do đó hàm số / đơn điệu trên từng 


khoảng xác định tương ứng của nó, nên ta có: 


- Xét các giá trị X = 2,x = 3 s 

/( 2 )>/( 3 ) 


— 1+00 


, VÌ / đồng biến trên khoảng này nên 


- Xét các giá trị X = —l,x = 0 G 


( lì 

V 


/(-l)>/(°) 


vì / nghịch biến trên khoảng này nên 


Các kiến thức trên đây, nhất là các công thức (1), (2) và (3) rất có ích trong việc giải 
các bài toán phương trình và bất phương trình. Các bài toán sử dụng phương pháp 
hàm số có nhiều dạng khác nhau: 

- Dang Ị : Dạng phương trình fịx) = k hoặc /(*) = g(x) 


Qui trình giải: 

1. Các bạn kiểm tra các phương pháp mà chúng ta đã xét qua như rút nhân tử, đặt ẩn 
phụ hay liên hiệp có được hay không, nếu không được hoặc được nhưng cách làm khó 
khăn và không trọn vẹn, ta nghĩ đến phương pháp hàm số. 

2. Nhẩm nghiệm bằng máy tính Casio. 

3. Tính đạo hàm f'(x) 

4. Xét dấu của f\x) trên tập xác định của bài toán, miền xác định chính là bước đặt 
điều kiện của các bạn. 

5. Từ đó suy ra tính đơn điệu của hàm số /(x), trong đó: 

+ Nếu / (x) đồng biến hoặc nghịch biến trên miền xác định thì ta kết luận 
phương trình có tối đa một nghiệm và viết nghiệm mình nhẩm được vào. 

+ Nếu /(x) chưa thể xác định chiều biến thiên, thì ta tính tiếp đạo hàm cấp 2. 
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6. Tiếp tục tính đạo hàm cấp 2, làm tuần tự như trên, suy ra chiều biến thiên của đạo 
hàm cấp 1, suy ra chiều biến thiên của hàm số ban đầu, kết luận nghiệm. 

Thường thì bài toán sẽ được giải quyết xong ở bước thứ 5, tức là ta tìm cách chứng 
minh đạo hàm lớn hơn hoặc bé hơn 0 trên miền xác định, nếu làm tới bước 6 thì bài 
toán sẽ khó khăn hơn rất nhiều. 


Ta xét ví dụ cho dạng này đã được nêu ra: giải phương trình 
V* 2 -5 + \ịx -3 = 2 (1) với 


/(v) = \Jx 2 -5 + y/x-3 
k = 2 


1. Các bạn có thể kiểm tra và giải bài toán theo phương pháp nhân liên hiệp xem sao 

2. Bằng máy tính Casio, ta nhẩm được pt này có nghiệm JC = 3 

3,4. Đặt / (v) = \lx 2 -5 +jx-3 , tiến hành xét hàm số trên [3;+oo) , ta có 


/'(*) = 7=j== + 7 ==; >°> e [3;+°°) 

Vv-5 Vv-3 

5. Do đó /(jc) đồng biến trên [3;+oo). Suy ra pt (1) có tối đa một nghiệm. 

Lại có /(3) = 2, suy ra phương trình có nghiệm x-3. Kết thúc bài toán. 

Dạng này thì tương đối dễ nắm bắt hơn trong lớp các bài toán pt dùng hàm số, các bạn 
cố gắng nhé. Ta đến với dạng ứng dụng công thức số (1). 

- Dang 2 : Dạng phương trình /(«) = /(v) 


Bạn có thể nhận ra sự khác biệt giữa dạng 1 và dạng 2 ở đây chính là cấu trúc của 
phương trình. Nếu dạng 1 là sự đối chiếu giữa 1 hàm số và 1 hằng số k nào đó thì dạng 
2 là sự đối chiếu giữa 2 hàm số cùng dạng. Vì sao tôi lại nói cùng dạng? Vì chúng có 
cùng 1 kiểu hàm số nên được gọi chung là " / ", chỉ khác nhau ở biến số được sử dụng. 

Cơ sở lí thuyết của dạng toán này nằm ở chỗ công thức số (1), tức là nếu hàm số / 
đang xét, ta chứng minh được nó đồng biến hoặc nghịch biến, thì từ 
/(u) = f{v)<c>u = v. Điều này làm cho bài phương trình được chuyển từ phức tạp 

sang dạng đơn giản, cơ bản hơn nhiều. 
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CÓ 3 bước chính để giải bài toán loại này: 

1. Chuyển phương trình đã cho về 2 vế của phương trình sao cho xuất hiện dạng hàm 
số giống nhau. Đây là bước khó nhất và gian nan nhất, chúng ta sẽ xét sau. 

2. Tính tạo hàm của hàm số /(í) và cố gắng chứng minh hàm số này đơn điệu. 

3. Từ / (u) = f{y) <=> u = V, giải tiếp phương trình thu được (điều này đơn giản). 

Ta xét một ví dụ sau: giải phương trình X 3 + V = (x + 2) y[x + 1 (1). 

Đây là một bài toán rất cơ bản thôi, tôi sẽ chủ yếu trình bày để thấy được những bước 
đi cơ bản trước. Còn những thủ thuật ta sẽ trở lại trong những phần tiếp theo. 

Bài toán có tập xác định X > -1 . 

1. Từ (1) ta có: 

(l) <=> X + x = (x + l + l) Vx + 1 

x'+x = (x + l )yjX + 1 + V X + 1 

•w> X + X = Ị Vx + 1 j X + 1 

Các bạn đã thấy sự giống nhau giữa 2 vế chưa? Cả hai vế của phương trình đều có dạng 
hàm số f(t) = t 3 +t vì nếu ta thay t = x thì ta có VP, và t = Vx + 1 thì ta có VT. Tức là ta 

đã tạo được dạng phương trình mong muốn /(x) = /ỊVx + 1 j với u của chúng ta lúc 

này là X và V là Vx + 1 . 

2. Tính đạo hàm của hàm số làm cho chúng giống nhau, tức là hàm /(í) = t 3 +1. Xét 
hàm số /(í) = t 3 +1 liên tục và có đạo hàm trên M, ta có: 

f'(t ) = 3r +1 > 0,Vx e M , do đó hàm số /(í) đồng biến trên M. 

3. Vì /(x) = f(\Jx + 1) ^x = Vx + l^í <=> X = - ■ 

w v ’ [x 2 -x-1 = 0 2 

Phương trình X = Vx + 1 chính là phương trình dạng cơ bản mà chúng ta cần hướng 
đến. Qua bài toán, hi vọng các bạn nắm được hướng làm bài cơ bản của dạng toán này. 
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Về phần phương pháp hàm số tuy khó nhưng xoay quanh cũng chỉ có 2 dạng này thôi. 
Những bài khó sẽ bẫy các bạn ở bước đầu tiên là tách thành 2 hàm / ( u ) và / (v) như 

vừa nêu, sau đó là làm khó ở bước đánh giá đạo hàm dương hay âm. 

Có một lưu ý là chỗ xét đạo hàm, miên mà chúng ta xét là miền của biến số ở cả 2 vế 
của phương trình, sẵn tiện nói kĩ hơn về chỗ này một chút, miền xét đạo hàm của ta là 
hợp của tập xác định của biến V của 2 biểu thức u,v, trong bài toán trên, vì u=x nên 

tập xác định của X là R, còn V = Vv + 1 có tập xác định của V là [-l;+oo), hợp của M 

và [-l;+co) bằng R nên hàm đặc trưng f{t ) phải xét trên R. 

5. Phương pháp đánh giá 

Bài toán cho vào dạng này thường khó và đánh đố. Các bạn nên chú ý là chỉ dùng 
phương pháp này ở vị trí ưu tiên cuối cùng, tức là khi các phương pháp khác thử qua 
đều vô hiệu hoá. Phương pháp đánh giá này dựa trên kiến thức đạo hàm và các bất 
đẳng thức toán học. 

Cách dùng đạo hàm thì các bạn có thể chuyển hết chúng về 1 vế rồi đánh đạo hàm. 
Phương pháp này giống phương pháp hàm số với dạng 1. 

Cách dùng các bất đẳng thức cơ bản thì tương đối khó. Yêu cầu đầu tiên là các bạn 
phải nắm một số bất đẳng thức cơ bản như AM-GM, Cauchy-Schwarz,... có thể trình 
bày một số: 

- Bất đẳng thức AM-GM (Cauchy): 

Với a,b là hai số thực không âm, ta có: -Ệ- ^ 'Jãb 
Dấu "=" xảy ra khi a = b 

Mở rộng, với 3 số thực a,b,c không âm, ta có a + 2 + — > yỊabc 
Dấu "=" xảy ra khi a = b = c 

Bất đẳng thức hiển nhiên: với 2 số thực x,y bất kì, ta có X 2 + y 2 > 2 xy 
Dấu "=" xảy ra khi X = y 

Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz (Bunhiacopxki): 


DUCTRONGT13-16TKN 


Trang 34 











Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


KINH NGHIỆM ÔN THI THPT QUỐC GIA VÀ TUYẾN SINH ĐẠI HỌC, CAO ĐẲNG 


Với các SỐ thực a,b,x,y, ta có: ( ax + by ) 2 > {a 2 +Ố 2 Ị(V + y 2 Ỵ 


Dấu "=” xảy ra khi 


a _ b 
X y 


Bất đẳng thức Schwarz: cho các số thực a,b,c,x,y,z, ta có — +-+■ — > 

X y z 


ịa + b + cỷ 

x + y + z 


Dấu "=” xảy ra khi — = — = — 

X y z 

Các bạn cố gắng xử lí bài toán pt từ 4 phương pháp trước, chứ đừng nghĩ đến phương 
pháp này. Ngoài những bạn đam mê và có thế mạnh về bất đẳng thức ra thì hầu như ai 
gặp bài toán bất đẳng thức cũng cảm thấy sợ, bản thân tôi cũng vậy thôi. Cho nên đây 
chỉ là một phương pháp phụ, đừng quan tâm đến nó nhiều quá. 

Ngoài 5 phương pháp trên còn một vài phương pháp hỗ trợ khác như đưa phương 
trình về dạng tổng các bình phương, hoặc lượng giác hoá, đặt nhiều ẩn phụ. Tuỳ vào 
những bài toán cụ thể sau này mà tôi sẽ nói về chúng. Đôi khi rất hay nhưng hầu như 
ít có ứng dụng nhiều trong các bài toán mà tôi đã từng gặp. 

Về bài toán phương trình, nó là một bước nâng cao hơn so với bài toán hình phẳng 
Oxy. Nhiều bạn có thể thấy bài này dễ hơn, nhưng thật ra, về lối tư duy mà nói thì cách 
tư duy của phương trình là phức tạp hơn Oxy nhiều lần. Vì thế, giải toán Oxy thì có 
hướng đi rõ ràng cho mọi bài toán như tôi đã trình bày, còn giải toán phương trình 
hầu như các bạn phải tự mò mẫm là chủ yếu, cơ bản dựa trên những cơ sở tôi vừa nêu. 
5 phương pháp trên là đủ. Các bạn đừng nên học hỏi quá nhiều phương pháp, mà học 
cái nào chắc cái nấy và quan trọng là mình rút ra được những chú ý riêng cho từng 
phương pháp, làm phát triển thêm phương pháp và biến chúng trở thành cái của riêng 
mình. 

1. Hướng giải quyết chung cho một bải toán phương trình 

Cũng như bài toán Oxy, trong quá trình rèn luyện, tôi đã có một chút ý tưởng cho dạng 
toán phương trình này, với những bước suy nghĩ chung cho các bài toán: 

Bước 1 : Dùng máy tính tìm nghiệm phương trình bằng chức năng Shift - Solve. Bạn 
nào chưa biết về kĩ năng bấm máy tính này nọ thì trên mạng có hướng dẫn, nhiều lắm. 
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Bước 2 : Định hình phương pháp: chúng ta có 5 phương pháp được đánh số ưu tiên từ 
1 đến 5, theo tuần tự mà các bạn thử xem phương pháp nào là hợp lí nhất. 

- Nếu phương trình không có căn thì ưu tiên 2 phương án 1 và 2. 


- Phương trình chứa căn ưu tiên phương án 3, 4, 5. 

- Phương trình chứa căn có biểu thức gắn vào, ví dụ: (x + 3) y/2x + 1, ưu tiên đặt ẩn phụ 

không hoàn toàn và phương pháp hàm số, bên cạnh đó là phương pháp đưa về bình 
phương, một phương pháp tôi cũng có nhắc đến. 

- Phương trình chứa đồng thời ẩn bậc 2 và căn bậc 2, ẩn bậc 3 và phần còn lại đưa 
được về dạng bậc 3 của căn thì ưu tiên phương pháp 4. 

- Đối với phương trình mũ, phương trình chứa logarit thì nên dùng phương pháp 4, 
tuy nhiên phương trình thuần tuý logarit (đề thi THPT Quốc gia 2016) thì nên cẩn 
thận, bản thân tôi cũng sa đà và mất nhiều thời gian cho câu này. 

Bước 3 : Sử dụng các điều kiện xác định của phương trình để đánh giá chặn miền giá trị 
trong chứng minh một phương trình vô nghiệm: bước này sử dụng cho phương pháp 
liên hiệp là chủ yếu. 

Bước 4 : Hoàn thành bài toán, thử lại nghiệm, kết luận. 

2. Phân tích dạng phương trình và tìm hướng giải quyết 


Ta xét phương trình sau: 

X +1 + 2 V X + 1 — ^ X" + + l + 1 j 

Bài này khó, nhưng các bạn hãy cứ theo trình tự mà suy nghĩ 
từ từ nhé. 

Bước 1 : Sovle nghiệm, ta thấy phương trình có 2 nghiệm 
như bên màn hình máy tính. 


m Math 

x 4 +l+2ix+l=(x 2 -f 
x= 

L-R= Ũ 

ỊỊỊ Math 

(x 4 +i+2ix+r-(x5> 

Xv 1 - 618033989 
L-R= 0 


Bước 2 : Ta có nhận xét: với nghiệm chẵn x=l, ta hoàn toàn có thể nghĩ ra nhiều 
hướng cho bài toán từ phương pháp 1 đến 5. Nhìn bài toán này nhiều bạn sẽ ngán ngại 
rút nhân tử chung. Nhưng khoan vội, hãy bình tỉnh đã. 


Bài toán xuất hiện căn y/x + ì giống nhau ở cả hai vế của phương trình, nên ta ý tưởng 
phương pháp nhân tử chung hoặc ẩn phụ, nhưng ta thấy rằng, nếu ẩn phụ thì chỉ có 
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thể ẩn phụ không hoàn toàn, mà X còn lại đến bậc 4 nên khó có khả năng xuất hiện 
delta chính phương. Do đó tạm thời gác qua một bên. Muốn đặt nhân tử chung Jx +1 
thì nhất thiết phải tách cho 2 căn này thoáng một tí. 

Nhân phân phối vế phải, ta có phương trình X 4 + \ + 2sJx + \ = (x 2 +x^jy/x + l + x 2 +x. Ta 
thấy có 2 a/x+T,Ịx 2 +x)a/x+T giống nhau ở căn thức, nên ta tiến hành đặt nhân tử 
chung yỊx + l. Cô lập các phần có vẻ liên quan nhau về một vế của phương trình, ta có: 

X 4 + l-x 2 -x = ịx 2 + x) yjx + 1 - 2yjx + 1 
<=> (x-l)(x 3 + V 2 -l) = (v 2 + x — 2^jyỊx + ỉ 
<=> (v-l)(V + x 2 -l) = (jr-l)(v + 2 )VÃh-T 

Bước rút nhân tử VT bạn có thể dùng máy tính và sơ đồ Hoocne, bước tách nhân tử ở 
vế phải là các bạn bấm nghiệm phương trình bậc 2 trong ngoặc là được. 

Đã rõ ràng với ý tưởng của ta là bắt nhân tử. Phương trình do đó sẽ tương đương: 

x-ỉ 

V 3 + V 2 -1 = (V + 2) \Jx +1 (*) 

Ta xem xét tiếp, dường như có cái gì đó quen quen trong những cái ta đã nói ở trên, có 
mũ 3, có dạng bậc 3 của căn khi ta biểu diễn VP thành Ụx + \ j +yjx + 1, do đó ta ý 
tưởng sử dụng phương pháp hàm số ở đây, ta có: 

X + x~+X — j + X +1+-\/x"+T 

Công việc tiếp theo các bạn dựa vào ví dụ trước mà thực hiện nhé, bài này chúng ta bỏ 
qua bước 3 vì không cần phải xét miền chứng minh vô nghiệm gì cả. 

Bước 4 : Kết luận nghiệm, trước khi kết luận các bạn thay tất cả các nghiệm vừa tìm 
được vào phương trình ban đầu kiểm tra lại bằng chức năng CALC của máy tính. Cách 
làm là chuyển tất cả các hạng tử về một vế để vế còn lại bằng 0, sau đó thế giá trị 
nghiệm vào, miễn ra 0 là đúng. Ví dụ, ta nhập máy: 
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Nhập phương trình -> nhấn CALC -> nhấn phím 1 (1 nghiệm là 1) -> nhấn màn 
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hình hiện kết quả 0 là đúng. Tương tự vậy các bạn kiểm 
tra giá trị nghiệm còn lại nhé! 
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Ta xét phương trình tiếp theo: 


X + 1 + V* 2 —4x + 1 = 3 yfx 


Bước 1 : Nhận định phương trình, ta nhẩm được phương trình có 2 nghiệm là 

, 1 
X = 4,x = —. 

4 

Bước 2 : Với phương trình chứa căn kiểu này thì có một phương pháp rất hay dùng là 
liên hiệp, nhưng với cấu trúc phương trình kiểu này thì liên hiệp cũng hơi cực khổ. 

Đặt ẩn phụ thì sao nhỉ, thấy rằng, đặt t = 4x hay t = yjx 2 -4x + l đều rất khó để rút V 
theo t. Nhưng mà với cấu trúc phương trình thế này, nhiều bạn sẽ thấy được sự quen 
thuộc của nó. Cách người ta sắp xếp y[x bên vế phải là có ý đồ, nên ta chú ý vào sự lạ 
mắt đó. 

Ta ý tưởng chia 2 vế phương trình cho y[x xem sao, phương trình thu được sẽ là 

\[x + —!= + . X + — - 4 - 3. Có vẻ gọn hơn thì phải. Đến đây thì ý tưởng đặt ẩn phụ là rõ 
y]x V X 

ràng, vì hầu như đây là dạng rồi, các bạn cố gắng nhé. 

Đặt t - 4x + —U- => t 2 = X + — + 2. Do đó phương trình trở thành t + Ví 2 -6 = 3. Xong 
\J X X 

rồi, dạng phương cơ bản, chuyển t đơn độc qua vế phải rồi bình phương là xong. 

Ở bước đặt t, có một lưu ý nhỏ là phải đặt điều kiện cho biến t, để làm việc này, bạn có 
thể dùng kiến thức đạo hàm lớp 12 hoặc dùng bất đẳng thức AM-GM như sau: 
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Ta CÓ í = 



= 2, do đó điều kiện ràng buộc là t> 2. 


Có vẻ bất đẳng thức không phải là chuyện đơn giản với nhiều bạn. Vậy bạn chỉ cần 

1 , . A , A ^ , * 

nhớ, với dạng đặt t như trên hoặc t = X + — thì điêu kiện luôn là t>2. Ghi thẳng vào 
bài làm khỏi cần trình bày cách tìm luôn AA . 

Kết thúc bài toán này ở đây. Có thể là nhiều chỗ các bạn vẫn còn bâng khuâng, và việc 
này đòi hỏi các bạn phải có quá trình rèn luyện lâu dài, qua sách vở, qua học tập từ 
thầy cô. Ở đây tôi chỉ hi vọng các bạn nắm được quá trình tư duy tìm phương pháp. 

3. Kĩ thuât đăt 2 ẩn phu 

Đây là kĩ thuật thường dùng trong bài toán có 2 căn thức bị lệch nhau về bậc, thường 
gặp là chứa đồng thời căn bậc 2 và căn bậc 3. 

Ví dụ, ta có phương trình sau: y/x- 3 + Ầjlx + 19=4 

Phương pháp: đặt mỗi căn là một ẩn phụ. Ví dụ ta đặt: 


a = yịx-3 
b = ịỊ2x + \9 
a 2 =x-4 


có: 


a + b = 4. Để giải được, ta cần thêm một phương trình 2 ẩn a,b nữa, ta 

ịa + b = 4 

=> 2 a 2 - o = -27. Do đó, ta có hệ phương trình { _ „ , 

2x +19 2a 2 -b 2 = -27 


Hệ này có thể giải quyết trọn vẹn bằng phương pháp rút thế. Các bạn tự xử nhé. Chú ý 
là khi tìm được giá trị a và b rồi thì chỉ cần sử dụng 1 giá trị và thế ngược lại chỗ mình 
đặt thôi nhé. Giả sử ra a=ỉ,b = 2 (giả sử thôi), thì thay yjx -3 = 1 mà giải thôi, khỏi 
thay giá trị của b. 

Ngoài ra, kĩ thuật đặt 2 ẩn phụ còn được dùng với một số bài toán chứa 2 căn thức cùng 
loại. Dạng này thường sử dụng kèm theo hệ số bất định. Tôi sẽ nói đến 2 vấn đề này 
cùng lúc. 

Ta xét phương trình: (5x + ì)yj2x +1 ~{lx + 3) y[x = 1 
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Bài toán có căn thức làm ta nghi ngờ phương pháp liên hiệp. Tuy nhiên, dính với các 
căn là các biểu thức có hệ số xấu và chẳng liên quan gì nhau. Nên phương trình này có 
thể dùng phương pháp đặt 2 ẩn phụ: 

Ta đặt mỗi căn là một ẩn phụ, vẫn là lối tư duy đã được xây dựng, ta đặt: 

a = V 2x + \ ịa 2 = 2x + \ 
b = \fx \b 2 - X 

Tuy nhiên, vấn đề phát sinh là còn 2 biểu thức (5x+l) và (7x+3) vẫn còn lẻ loi, ta 
chưa hoàn toàn chuyển chúng về dạng của a, b được, do đó, ta dùng phương pháp hệ 
số bất định để xử lí: 

Giả sử 5x + l = aa 2 + j3b 2 và 7x+ 3 = ỵa 2 + Cởb 2 với a,f3,y,(ứ là những "hệ số bất định" 
mà chúng ta tự đặt vào và nhiệm vụ là đi tìm giá trị của nó. Ta xét từ từ các biểu thức: 

5x + \ = a (2x +1) + J3x 
5v + l = (2 a+ j3)x + a 

Ta cần 2 vế của phương trình bằng nhau để được một đẳng thức đúng, do đó: 

. Vậy ta đã biểu diễn được là: 5x +1 = a 2 + 3 b 2 

Một cách tương tự, các bạn có thể tìm được đẳng thức còn lại: Ix + 3 = 3 a 2 + b 2 . 

Cuối cùng, thế lại phương trình ban đầu, ta có: 

[a 2 +?>b 2 )a-(?>a 2 +b 2 )b = \ 

<=>(«- bf = \ o a = \ + b 

Thay ngược lại a = yỊlx + l,b = yfx , các bạn có thể giải tìm V được rồi (bình phương 2 
vế 2 lần). 

Hệ số bất định là một phương pháp rất hay trong quá trình tư duy. Nói nôm na đó là 
phương pháp "đặt ẩn rồi tìm", dùng những kí hiệu ẩn tuỳ ý đặt vào và sử dụng tính 
đồng nhất giữa các vế mà giải ra ẩn. 


Í5 = 2 a + p ja = 

= a ^ [J3 = 
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Những bài toán khác nhau có những cách áp dụng tư duy khác nhau. Nhưng cách làm 
cơ bản là như vậy. Quan trọng ở các bạn là tìm ra sự tương đồng giữa các bộ phận của 
phương trình mà ứng dụng những phương pháp, kĩ thuật hợp lí. 

4. Liên hiêp với sổ và liên hiêp nhị thức : 

Trong phần phương pháp 3, tôi đã nói khái quát về phương pháp liên hiệp, bây giờ, tôi 
muốn nói rõ hơn một tí về phương pháp này vì nó khá quan trọng. 

- Liên hiệp với số: 

Lí do tôi luôn muốn các bạn bấm nghiệm để biết được hết nghiệm của bài toán trước 
chính là một phần để phát hiện phương pháp liên hiệp này. Liên hiệp với một số thì 
thường phương trình đã cho chỉ có một nghiệm, hoặc hai nghiệm nhưng trong căn 
thức là dạng phương trình bậc 2. Ta xét một ví dụ sau: 

y/3x + ỉ - 4ẽ^x + 3* 2 - 14jc - 8 = 0 (ĐH-B2010) 

vẫn theo các bước mà ta đã thống nhất: bấm nghiệm có nghiệm là V = 5 và đây là 
nghiệm duy nhất của phương trình, phương trình lại chứa căn thức nhiều và các căn 
thức khá độc lập, vì thế ta ý tưởng giải phương trình theo phương pháp liên hiệp với 
một số. 

Cách làm thống nhất chung cho dạng bài này như sau: 

- Các bạn thay nghiệm x-5 vào từng căn thức: với căn đầu tiên có giá trị là 4 nên bạn 
sẽ trừ cho 4, tức là tạo dạng V3x +1 - 4. Tương tự, căn thứ 2 có giá trị là 1, nhưng 
trước căn có dấu trừ, nên ta cộng cho 1, tức là tạo ra dạng 1 - yj6-x . Tóm lại, giá trị 
của căn ra bao nhiêu thì bạn phải cộng/trừ sao cho tổng sau đó bằng 0. Ok! Vì đã -4 và 
cộng 1 nên phương trình sau có dạng: 

yj3x +1 - 4 +1 - \Jô-x + 3x 2 - I4x -5 = 0 

Kết thúc qui trình đầu tiên. Các bạn dừng lại một chút xíu để ngẫm nghĩ cho thật kĩ 
nhé! Bản thân tôi thấy thì phương pháp này không mới, nhưng cách cộng trừ thêm số 
vào như trên thì nhiều bạn chưa hiểu lắm. Đó là mẹo để các bạn hiểu rõ cách cộng trừ 
và phải nhớ cộng trừ cho chính xác. 

- Tiến hành liên hiệp: đây là dạng căn bậc 2 nên sẽ dùng hằng đẳng thức quen thuộc 
a 2 - b 2 =(a +b)[a-b). Ta có phương trình tương đương: 
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3x + l-4 2 Ý-(6-x) , w X 

— 7 -1- 7 + ( X — 5) (3x +1) — 0 

V 3x + l + 4 1 + ^J6^X v 7 

<£» r -^ — ) 4- —r 5 + (x-5)(3x + l) = 0 

V 3x4-1 +4 1 + V6 3 * 


<=> (x-5) 


3 | 1 

\ J3x 4 - 1 + 4 1 + A, Ịô — X 


+ 3v +1 


= 0 


Đến đây các bạn có thể giải được X = 5 từ tích đầu tiên, còn ở dấu ngoặc vuông thứ 2 
đòi hỏi các bạn phải có sự đánh giá giống như ở bước 3 phần hướng dẫn chung tôi đã 
nói. Các bạn phải có sự linh hoạt trong đánh giá tập xác định của biến X, mà trong 

phương trình này, ta rút được từ điều kiện -^-<x<6.Vầ với điều kiện đó thì 

3 1 „ 3 1 

7 -1- , + 3x +1 > 0, do đó pt 7 -1- , + 3x +1 = 0 vô 

V3x + 1 +4 1 4- V 6 — X V3x + 1 +4 1 + yj 6 — X 

nghiệm. Do đó bài toán coi như hoàn tất. 

Tóm lại, đối với phương pháp liên hiệp với một số, tôi có một số điểm lưu ý sau đây: 

- Luôn bấm máy để biết nghiệm, bài toán có duy nhất 1 nghiệm, cộng với chứa căn 
thức độc lập thì thường dùng liên hiệp với một số được. 

- Phải thêm bớt số phù hợp, cách làm là thế vào và cộng trừ sao cho nó bằng 0. 

- Tuỳ vào loại căn thức mà dùng hằng đẳng thức cho phù hợp. 

- Sử dụng điều kiện xác định của biến để chứng minh ngoặc vuông vô nghiệm. Đôi khi 
còn phải dùng đến bất đẳng thức để đánh giá, điều này tuỳ vào khiếu của mỗi bạn rồi. 

- Liên hiệp chỉ dễ thành công với căn thức có dạng +yjx + ... hoặc -yj...-x , còn ví dụ 
như dạng -yỊx + l thì chưa chắc liên hiệp với một số được trơn tru. Nếu không ra, các 
bạn nên nghĩ đến những phương pháp khác. 

- Phải bù lại cho đủ những số mà đã thêm vào, như ở ví dụ trên, ta đã thêm vào -4 và 
+ 1, tổng cộng là -3, nên phải +3 vào phần phía sau của bài toán, cho huề vốn đó! 

Hi vọng các bạn làm chủ được phương pháp này, vì nó tương đối đơn giản. 
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- Liên hiệp với nhị thức: 

Nếu phương trình tương tự những gì chúng ta đã phân tích nhưng vô tình là có 2 
nghiệm, thì bạn nên biết mình sẽ phải liên hiệp với nhị thức. Nhị thức là một đa thức 
có dạng ax + b, ví dụ ta có X +1,2x - 3, -X + 2 là các nhị thức. Dạng này tương đối phức 
tạp hơn liên hiệp mới một số, nhưng hi vọng các bạn cũng nắm ngọt. 

Những cách nhận dạng, cách liên hiệp, xét dấu ngoặc vuông, plapla,... nói chung không 
khác gì liên hiệp với một số, chỉ là ở bước liên hiệp hơi vất vả chút xíu. 

Ta tiến hành xét phương trình sau: 

X 2 - 9x + 21 = y/x-2 + -X 

Dò nghiệm, ta thấy phương trình có 2 nghiệm là X = 3,x = 6, lại chứa các căn thức độc 
lập nên ta nghĩ đến phương pháp liên hiệp với nhị thức. Để kĩ càng hơn, ta phân tích 
một số phương pháp khác xem khả thi hơn hay không. 

Nếu là nhân tử chung, ta chưa có 1 căn cứ nào về sự giống nhau giữa các bộ phận của 
phương trình, đặt ẩn phụ thì cũng không thể, vì X ở trong căn và ở ngoài căn có bậc 
khác nhau, 2 ẩn phụ cộng với hệ số bất định cũng quá phức tạp. Nên ta suy nghĩ đến 
phương pháp ưu tiên thứ 3 là liên hiệp, và vì có 2 nghiệm nên liên hiệp với nhị thức. 

Định hướng xong, ta tiến hành xử lí bài toán này. Thường thì khi dùng phương pháp 
liên hiệp, ta chuyển hết các phần của phương trình về một vế, ta có 

X 2 - 9x + 21 - \Jx-2 - yỊl -X = 0 

Từ đây, ta tiến hành liên hiệp nhị thức: 

- Trong phương pháp này ta dùng một chút về phương pháp hệ số bất định, theo đó ta 
tiến hành đặt như sau: ax + Ị3-y/x-2 =0; ỴX + CO- 77^ = 0. 


- Lần lượt thay các giá trị nghiệm X = 3,x = 6 vào từng hệ thức trên. Với hệ thức đầu 
tiên, ta có hệ phương trình: 


Í3ơ + /?-l = 0 
[6a + /3 -2 = 0 


<Í4> i 



lfi = ° 
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Í3ỵ + co-2 = 0 

Tương tự với hệ thức thứ 2, ta có:< <=> <í 

[6ỵ + co-1 = 0 


_1 

3 . Do đó, phương trình gốc 

(0 = 3 


được biến đổi thành 


X 


-9x +18 + -Ị-x - Vx- 2 + 


ịx^ 

3 J 


-V7-JC = 0 


Bước này giống như bước -4 và +1 ở phương pháp trên, các bạn cố gắn nắm được qui 
trình tìm ra các nhị thức trong trường hợp này. Có vẻ khá ảo nhỉ! 

- Tiến hành liên hiệp, các căn là căn bậc 2 nên sẽ dùng hằng đẳng thức như phương 
trình trên, ta có phương trình tương đương: 


X 


-9x + 18 + Ậx-Vx-2 


<=> X - 9 x + 18 + 


— yỊx — 2 + -Ậx + 3 - \Ịl-X = 0 
V 3 ) 

-(x-2) X --2x + 9-(l-x) 

Ạ — - - + — --— - 

1 „ , r —õ 1 _ V ĨZ — 

t-x + Vx-2 -4-X + 3 +V7-X 
3 V 3 


= 0 


<=> X — 9x +18 + ■ 


X 1 — 9x + 18 


X -9x +18 


(ì 1 —^ 

1 

9 

l3 J 

V 


lx+3+Vr 


= 0 


X 




(x 2 -9x + 18^ 


1 + - 


1 


( 1 Ị -^ 

9 

v3 J 

V 


-\x + 3 + yỊl -X 
3 


= 0 


- Quá trình liên hiệp đến đây coi như hoàn tất vì dễ thấy với điều kiện của phương 
trình là 2 < X < 7 thì biểu thức trong ngoặc vuông luôn vô nghiệm. Vậy pt có nghiệm... 

Có một điểm lưu ý khi các bạn dùng phương pháp này chính là việc xét dấu của các 
mẫu số sau khi liên hiệp. Với bài toán này, các bạn phải chắc chắn rằng các biểu thức ở 


mẫu, đó là 

"1 Ị - ĩ' 

—X + vx -2 

và 


13 ) 

V 


--Ị-X + 3 + \Ịl-X luôn khác 0 với mọi X thoả 2 < X < 7 , 

3 J 

điều này thoả mãn trong trường hợp này. Nhưng nhỡ với bài toán khác, giả sử như có 
một giá trị, ví dụ X = 4 làm cho các mẫu này bằng 0 thì trước khi liên hiệp các bạn phải 
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kèm thêm một câu "xét x = 4 là/không là nghiệm của phương trình”. Đó là một bước 
kiểm tra nghiệm quan trọng, nếu thiếu rất có thể các bạn sẽ bị trừ điểm nặng, hãy chú 
ý nhé! 

Bài này có bước hên hiệp với biểu thức khá xấu nên các bạn thông cảm AA . Tuy nhiên 
đó không phải là vấn đề quá nghiêm trọng, mà đôi khi những bài này làm tăng khả 
năng tính toán và độ "lì" của các bạn hơn nữa. cần nói thêm về bước tìm nhị thức cần 
liên hiệp một tí. Nếu như dạng hên hiệp với một số ta mong muốn cộng vào một số sao 
cho giá trị của căn thức và số đó có tổng bằng 0, nên ý tưởng này được tương tự hoá 
với dạng nhị thức. Hơi rườm rà hơn ở bước tìm các hệ số bất định, tuy nhiên chỉ cần 
bình tỉnh, thay từng nghiệm V tương ứng để được 2 phương trình 2 ẩn là các bạn có 
thể giải quyết được các hệ số này. 

Để kết thúc cho một vài hướng suy rộng của pp liên hiệp, tôi xin gởi đến các bạn một 
bài toán mà tôi cho là khá hay, với ý tưởng hên hiệp xuyên suốt nhưng giấu mình dưới 
một hình thức lạ mắt hơn. Ta xét pt: 

(2x-7)(V3x-2-V^+3) = 5 (l) 


Bài toán có 2 căn thức, và khi dùng máy thì ta cũng biết được nghiệm của pt là V = 1 và 
V = 6. Do đó, ý tưởng hên hiệp nhị thức loé lên. Tuy nhiên, trắc trở của bài toán này 
nằm ở 2 chỗ: một là 2 căn thức đang xét có dấu trái nhau, do đó khi liên hiệp sẽ gặp 
không ít rắc rối, hai là trước 2 căn lại có một biểu thức không chứa căn, là một trong 
những dạng "kị” của hên hiệp, không phải lúc nào cũng hên hiệp được. Tuy nhiên, ta 
có thể giải quyết đồng thời 2 vấn đề trên, vẫn dựa vào ý tưởng hên hiệp, đó là liên hiệp 
luôn với đối tượng là 2 căn thức. 


Ta thấy rằng: Ụĩx-l - Jx + 3 jỊV3v-2 + \Ax + 3 j = 3v-2-(v + 3) = 2v-5, do đó ta 
nhân 2 vế của pt cho Ụ3x-2 +yjx + 3 j, điều kiện là \j3x-2 + Jx + 3 ^0 <=> 


, 2 
1^7 

3 , 


x^-3 


hệ này vô nghiệm nên \Ị3x-2 + \]x + 3 ^ 0,Vjc > ^, do đó ta nhân thoải mái, vì lẽ nếu 
nhân 2 vế pt cho một số bằng 0 là không chặt chẽ. Do đó ta có: 


(l)^(2v-7)(2x-5) = 5(V3x-2+V^+3) 
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Đến đây coi như hoàn tất, ý tưởng liên hiệp nhị thức đã sáng tỏ và không còn rào cản 
nào nữa. Trước các căn có hệ số 5, nên khi đặt hệ số bất định tìm nhị thức, các bạn vẫn 
nên để số 5 như vậy tính toán bình thường, ví dụ ta đặt 5\Ì3x-2 = ax + Ị3 , vẫn ra kq. 

Qua ví dụ trên, các bạn thấy rằng, một pt tuy có ý tưởng liên hiệp nhưng gặp một trở 
ngại nào đó, bằng các công cụ hằng đẳng thức, ta cố gắng chuyển nó về dạng liên hiệp 
được. Đề thi thường chú trọng những bài toán có vài mưu mẹo như thế này. 

5. Hiểu hơn về phương pháp hàm sổ giải phương trình ■ tương quan giữa mốt hàm sổ vả 

môt phương trình vô tỉ 

Có lẽ nhiều bạn sẽ thắc mắc chỗ này, tại sao người ta lại đưa ra phương pháp hàm số 
để giải phương trình, và lại là một phương pháp rất mới, rất hot, công cụ hữu hiệu để 
giải quyết nhiều bài toán hóc búa, khi mà nhân tử chung, liên hiệp hay đặt ẩn phụ đều 
đã thất bại, hoặc là không thể giải quyết trọn vẹn được. 

Câu trả lời, theo ý kiến cá nhân tôi, không phải ngẫu nhiên. Các bạn thấy đấy, mọi 
phương trình đều có thể chuyển về một vế, vế còn lại bằng 0, và chính điều này đã tạo 
nên sự đặc biệt: phương trình, chính là một trường họp riêng của hàm số, hay nói khác 
hơn, nghiệm của phương trình chính là giao điểm của đồ thị hàm số với trục hoành 
(trục Ox). Do đó, phương pháp hàm số đánh giá phương trình được suy ra một cách tự 
nhiên và hoàn toàn nằm trong chương trình học của các bạn. 

Ta xét hàm số sau: /(jc) = V* - 2 + ị/x + 2 - 4, các bạn thấy đó, nếu ta cho /(v) = 0thì 

ta có ngay phương trình y/x-2 + ị/ X + 2 - 4 = 0. Giải pt này cũng chính là tìm số giao 
điểm của đồ thị hàm số f[x) với trục hoành y = 0. 


Thật tình, đồ thị hàm số này rất khó vẽ, nhưng về số giao điểm của đồ thị, tạm đặt là 
đồ thị (c) với Ox thì hoàn toàn tìm được bằng công cụ đạo hàm. Theo đó, ta đã biết: 


- Hàm số đơn điệu khi nó liên tục và đạo hàm bậc nhất f'(x) 






của nó đồng biến hoặc nghịch biến trên khoảng, đoạn đang xét. 






Hàm số đồng biến thì X tăng, y tăng, V giảm, y giảm, hàm số 






nghịch biến thì V tăng, y giảm và ngược lại. Do đó, với một 






hàm số đồng biến hoặc nghịch biến thì nó chỉ cắt trục hoành 



o 


5 

Ox tại một điểm duy nhất. 


T- 
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- Hàm số đơn điệu (đồng biến hoặc nghịch biến) thì tại mỗi điểm 
có toạ độ x 0 đang xét, chỉ tồn tại duy nhất một giá trị / (x 0 ) (hoặc 
y 0 ) tương ứng. Đây chính là cơ sở cho pp hàm số dạng 
/ ịu ) = /(v), từ đây hi vọng các bạn hiểu rõ hơn tại sao khi hàm 
/ đơn điệu và f(u) = f (v) thì ta có thể suy ra u = V như đã trình 
bày. Ta xét trường hợp còn lại, giả sử hàm số / không đơn điệu 
hoặc các bạn không thể chứng minh được nó đơn điệu, thì việc suy 
ra như trên có được hay không? Câu trả lời là không. Ta hiểu như 
/(v) <=> u = V chỉ xảy ra khi và chỉ khi u và V thực chất là một 


điểm x 0 , các bạn cần hiểu u ,v thực chất là những biểu thức chứa biến, là các đa thức 
chứ không phải là một số thực nào đó. Do đó, mặc dù u,v biểu diễn những biểu thức 
đại số khác nhau, nhưng nó cùng là một điểm x 0 nào đó trên trục hoành. Nếu hàm số 


/ không đơn điệu, thì có thể sẽ tồn tại 2 giá trị XpX 2 khác nhau cho cùng một giá trị 
của /. Ví dụ, hàm số /(x) = X 3 -3x là hàm số không đồng biến trên toàn miền M, do 
đó ta tìm được 2 giá trị X = - l,x = 2 cho cùng một giá trị / là 2, tức là 
/(-1) = /(2) = 2. Giả sử điều ta nói phía trên là đúng, thì từ /(-1) = /(2) =>-1 = 2. 

Điều này vô lí. Đó là nguyên nhân vì sao điều tối quan trọng trong phương pháp hàm 
số sử dụng hàm đại diện này các bạn phải chứng minh được hàm số đại diện là hàm 
đơn điệu. 


Nói tóm lại, pp hàm số giải phương trình chính là một bước phát triển dựa vào sự 
tương quan giữa phương trình và hàm số. Do đó, bằng công cụ đạo hàm, ta hoàn toàn 
có thể suy ra số nghiệm tối đa của một phương trình dựa vào tính chất của đạo hàm 
cấp 1, cấp 2, sau đó bằng máy tính bấm dò nghiệm và điền vô, kết thúc bài toán, về pp 
này hiện nay rất phát triển và có rất nhiều sách trên thị trường nói về nó, các bạn có 
thể tìm hiểu thêm các dạng bài tập, rất phong phú và đa dạng. 


6. Mốt sổ hướng tách hàm sổ đưa về dang hàm sổ đăc trưng fịù) = /(v) 


Có thể nói, hiện nay phương pháp hàm số là một công cụ hot trong giải toán phương 
trình, hệ phương trình. Rất nhiều bài toán được thiết kế dựa trên các kiến thức có liên 
quan đến hàm số cũng như đạo hàm. Vì thế, không loại trừ khả năng câu điểm 9 trong 
những năm tới sẽ là một câu thuần tuý giải tích, về tính chất nghiệm của đa thức hay là 
một bài toán thực tế dùng kiến thức dãy số, và bài toán giải phương trình bằng tư duy 
hàm số cũng là một vấn đề hết sức nhạy cảm. 
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Về phương pháp hàm số này, điều quan trọng là các bạn phải tìm ra được một hàm số 
đại diện cho 2 vế của phương trình. Hàm số / được gọi là hàm số đại diện khi: nếu ta 
thay biến u (biến ở đây có thể hiểu là một đa thức tuỳ ý) vào / thì ta có 1 vế của 
phương trình, thay biến V vào / thì được vế còn lại. Ví dụ ta có hàm số đại diện: 

f(t) = t 2 +2t-3, vậy nếu ta thay t = X, tức biểu thức u lúc này là V, ta có một hàm số 
/(x) - X 2 +2x-3, còn nếu ta thay t = yjx +1, ta có một hàm số theo biến \[x + ĩ là: 
f ịyị X +1Ị = X +1 + 2>y X +1 — 3 = X — 2 + 2\J X +1 

Khi đó nếu ta cho f(x) = fỤx + lj thì ta được một phương trình hoàn chỉnh có thể 
giải bằng phương pháp hàm số - hàm đại diện là: 

X 2 + 2x-3 = X-2 + 2yjx + ì hay rút gọn ta có phương trình: X 2 +X-Ì- 2y/x + l = 0 

Tóm lại: các bước giải một phương trình bằng hàm số đại diện là: 

- Cô lập về 2 vế của phương trình sao cho xuất hiện dáng vấp của một hàm số chung. 
Bước này chính là bước quyết định. 

- Bằng công cụ đạo hàm, chứng minh hàm số đã cho đồng biến hoặc nghịch biến trên 
một khoảng, một đoạn xác định nào đó. 

Nhìn chung, khá nhiều bài nếu dùng hàm số được thì liên hiệp được. Do đó, trong một 
số trường hợp, nếu việc tách hàm số nhưng không thể chứng minh hàm số đồng biến 
hay nghịch biến trên một miền xác định nào đó thì có thể quay trở lại dùng phương 
pháp liên hiệp như đã trình bày ở phần trước. 

Trong phần này, tôi xin đề cập đến một số hướng tư duy tách hàm số mà tôi hay nghĩ 
tới và sử dụng: 

- Dạng 1: Tách hàm số dựa trên tương quan giữa biểu thức trong căn và biểu thức bên 
ngoài dấu căn có liên quan với nó 

Đây là một dạng tương đối hay gặp trong phương pháp hàm số này. Khi đó, đề bài có 
dạng giống như ví dụ tôi đã từng đưa ra trong lúc phân tích pp hàm số ở phần trước. 
Ta xét một phương trình sau: 

(v + 2)ỊV* 2 +4jc + 7 +lj + xị\Jx 2 +3 + lj = 0 
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Ta vẫn trung thành với các bước giải một phương trình, nhập máy tính tìm nghiệm, ta 
tìm được một nghiệm duy nhất là x =-ỉ. Tiếp theo, tiến hành phân tích từng phương 
pháp. Đặt nhân tử chung xem ra không hiệu quả khi các bộ phận không có dấu hiệu 
của một hằng đẳng thức nào và tương đối khác nhau, đặt ẩn phụ 2 căn thức cũng xem 
ra không hiệu quả khi bậc của biến V ở trong căn và ngoài căn là khác nhau. Liên hiệp, 
có thể được, nhưng sẽ rất khó khăn trong việc xử lí các biểu thức kéo theo sau liên 
hiệp. Ta phân tích phương pháp hàm số. Như đã nói, dùng hàm số phải có sự tương tự 
nhau ở dạng của các phần của phương trình. Ở đây, bằng tư duy hàm số, ta chuyển 2 
tích về 2 bên của phương trình, nên pt đã cho tương đương: 

(x + 2 )ỊVv 2 + 4x + 7 + lj = -xỤx 2 +3 + lj 


Trong căn thứ 2, ta thấy có sự giống nhau giữa các biến, nếu ta biến đổi thành 

í //—\2- Y 

-X J(-x) +3+1 , ta thấy ngay có sự liên hệ khi -X ở ngoài căn được liên hệ với -X 

V v 

ở trong căn, do đó ta có cơ sở hàm số đại diện ở đây có thể là /(í) = tỤt 2 +3 + lj. Ta 


tiếp tục khám phá xem hàm số mà ta vừa suy nghĩ ra có áp dụng được với vế trái hay 
không. Các bạn lưu ý, trong phương pháp này thì các hằng đẳng thức luôn đóng một 

vai trò hết sức quan trọng. Từ căn thức đầu tiên, ta có thể chuyển thành ^(x + 2) 2 +3, 


do đó vế trái có thể viết lại (x + 2)Ị^(x + 2) 2 +3 +1 , điều này hợp lí với hàm số ta 


nghi ngờ, vì nếu thay t = X + 2, ta có ngay vế trái. Do đó phương trình đã cho có thể 
giải được bằng phương pháp hàm số. Bằng những gì đã phân tích, ta có bài giải: 


Phương trình đã cho tương đương: 


(x + 2)^(x + 2) 2 




+ 3+1 





^/(x + 2) = /(-x) 


với /(í) = tỤt 2 +3 +lj. 


Xét hàm số /(í) liên tục và có đạo hàm trên R, ta có: 

Ị— - t 2 

/'( í ) = Ví 2 +3+l + -==>0,VíeM 
"V t + 3 

Do đó f[t ) đồng biến trên R, từ /(x + 2) = /(-x) => x + 2 = -X <=> X = -1. 
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Bài giải cho một bài toán dùng hàm số có khuôn dạng tương đối đẹp mắt trong trình 
bày. Tuy nhiên, một điểm lưu ý nữa là miền xác định của hàm số /(í) đang xét phải là 
hợp của tập xác định của biến X ở cả 2 vế của phương trình. Một lưu ý khác nữa là chỗ 
đánh giá /'(x), nhiều bài toán cho /'(x) không rõ dấu như ví dụ này nên các bạn 
không được đánh bừa dấu mà phải chứng minh nó âm hay dương. Điều tối quan trọng 
của phương pháp chính là phải chứng minh được /'(x) > 0 hoặc /'(x) < 0 thì bài 

toán mới thành công được. Hi vọng các bạn nắm được một phần nào đó hoặc toàn bộ 
phương pháp này, bên cạnh đó là phát triển thêm, tìm hiểu thêm những loại phương 
trình với hình thức lạ, khác biệt có thể dùng nó. Cơ bản là phương trình phải qui về 2 
vế với dạng hàm số giống nhau, không giống được là thua AA . 

Xin tặng các bạn một bài toán tương tự, nhưng đòi hỏi khéo léo biến đổi một chút xíu: 

Giải phương trình: 3xị2 + yj9x 2 + 3j + (4x-2)ỊVx 2 -x + l+lj = 0 

Bài này tương đối không quá khó nhưng có một mẹo được ghài tương đối hay ở tích 2 
ngoặc tròn thứ 2. vẫn theo trình tự như bài toán trên, các bạn sẽ làm được bài này. 
Đáp số thì thôi khỏi cung cấp đi nhé, Casio đã ở bên bạn và sẵn sàng cho bạn đáp án 
chính xác nhất AA . 

Ví dụ ở trang 31 cũng là một điển hình cho dạng này. Tóm lại, ý tưởng chung là ta đưa 
biểu thức ở bên trong dấu căn và biểu thức gắn với dấu căn về những dạng tương đồng 
nhau, sau đó suy đoán hàm số đại diện và xét xem vế còn lại có biểu diễn theo hàm số 
đại diện đó được không. 

- Dạng 2: Suy hàm số đại diện từ dạng căn thức - số mũ của phương trình 

Như đã nói, phương trình dùng pp hàm số thường có số mũ của các phần tử như nhau, 
hay nói cách khác, thường tồn tại song song trong phương trình các hạng tử như 

X 2 ỊVx + lj~, 2x 3 Ụx-2j . Đó chính là dấu hiệu dễ nhận biết nhất khi giải pt. 

Ta xét phương trình sau: 

X 3 - 4x 2 -5x + 6 = yỊlx 2 + 9x-4 

vẫn như truyền thống, ta tìm được phương trình có nghiệm 
X = 5,x = 0,618....,x = -0,618... Cứ mặc kệ, ta xét từng phương pháp xem sao. 
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RÕ ràng đặt nhân tử chung rất khó, đặt ẩn phụ cũng khó khi bậc của X trong và ngoài 
căn là khác nhau, ta còn liên hiệp và xét hàm số. Liên hiệp căn bậc 3 coi bộ khá gay go, 
tuy nhiên bằng chức năng table của máy tính, có thể dò được đa thức chứa 3 nghiệm 
đó, các bạn thử liên hiệp với chúng xem sao. Cách khả dĩ nhất có lẽ là dùng hàm số, 
nhưng dùng theo cách nào cho hợp lí vì bài này coi bộ khá lạ mắt so với những bài ta 
từng xét. 

Bài này có thể dùng phương pháp hệ số bất định, nhưng về mặt tư duy mà nói thì có lẽ 
không được rõ ràng cho lắm. Xét đa thức ở vế trái, ta thấy chứa V 3 , do đó, nếu muốn 
có dạng hàm số giống nhau thì bên vế phải cũng phải xuất hiện một "cái gì đó” mũ 3, 
có thể là căn thức mũ 3 lên vì căn đã cho là căn bậc 3 nên khi mũ 3 sẽ mất căn, ta có 

ịịllx 2 + 9x-4 j = lx 2 + 9x-4. Các bạn thấy rằng, để có được 7x 2 +9x-4 thì phải lấy 

từ bên vế trái, do đó phương trình đã cho được viết lại: 

X + 3x~ + 4x + 2 = 7 X + 9x — 4 + \[ĩx + 9x — 4 

Vô tình bên vế trái ta lại có dạng hằng đẳng thức: X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = (x +1) 3 + X +1 

khi đó pt trở thành (x +1) 3 + X +1 = 7x 2 + 9x-4 + \f 7 ~x 2 +9x-4 , dáng dấp hàm số đại 
diện đã rõ, đó là /(í) = t 2 +1 . Coi như bài toán được giải quyết. 

Cách mà chúng ta suy nghĩ vô tình lại trùng với ý đồ của tác giả, song, nhiều bài toán 
buộc ta phải dùng công cụ hệ số bất định. Ở pt này, ý tưởng là vế trái đã có X 3 nên 
chắc chắc sẽ đưa được về một biểu thức nào đó chứa mũ 3, chẳng hạn 

x 3 ,(x + l) 3 ,(x + 2) 3 ,... do đó ta ý tưởng tạo "cái gì đó” mũ 3 ở vế phải để tạo nên sự 

tương đồng về mặt hàm số ở 2 vế của pt. Vô tình khi mũ 3 căn thức và dung hoà 2 vế 
thì hàm số đã hiện diện. Tuy nhiên, bài toán sau đây sẽ có phần phức tạp hơn một 
chút, nhưng vẫn với tư duy vừa nêu: 

(x + 4)^Vx + 2 + 2j = (x + l)(x 2 -2x + 3) 

Bài này được trích một phần đề thi THPT Quốc Gia 2015, dò nghiệm ta thấy một 
nghiệm xấu X = 3,3027... Với nghiệm này, cùng với chức năng Table của máy tính 
Casio, ta có thể tìm ra đa thức nhân tử chung, và ý tưởng giải theo liên hiệp. Các bạn 
nào có nghiên cứu phần này thì hãy thử sức với hướng đó xem sao nhé! Còn ở đây, ý 
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đồ hàm số đã tương đối rõ ràng, khi ta thấy có dạng quen thuộc (x + 4) y/x + 2 và bên 
vế phải cũng có X 3 , nên ta khai triển tung toé cả ra, phương trình tương đương: 

(x + 4) Jx + 2 = X 3 - X 2 - X - 5 

Vì bên vế phải có X 3 nên ý tưởng của ta là biểu diễn một "cái gì đó” mũ 3 bên vế trái. 
Đây là một dạng rất quen thuộc mà tôi đã từng đề cập với các bạn ở phần trước. Ta 
tách biểu thức ở ngoài dấu căn sao cho giống với một phần, hoặc giống hoàn toàn biểu 
thức trong dấu căn. Do đó, ý tưởng của ta tách (x + 4) Vv + 2 thành (x + 2 + 2 )\jx + 2 

= [x + 2)y]x + 2+2yJx + 2 =ỊV* + 2j +2\jx + 2 . Tới đây, "cái gì đó” mũ 3 mà ta cần đã 

xuất hiện. Ta thấy vế trái trở thành dạng hàm số f{t) = t 3 + 2t. Ta xét xem vế phải có 

biểu diễn được thành một dạng hàm số tương tự như vậy được không? Bằng kĩ thuật hệ 
số bất định, ta hi vọng tìm được một số a thoả mãn hàm số / (í) . Do đó ta xét: 

X 3 - X 2 - x-5 =(x + a) 3 + 2(x + a) 

<£í> X 3 - X 2 - X - 5 = X 3 + 3x 2 a + 3xơ 2 + <2 3 + 2x + 2« 

<=> X 3 - X 2 - X - 5 = X 3 + 3x 2 a + (?>a 2 + 2)X + (X + 2a 

Để hệ thức trên đúng thì các hệ số ở hai vế phải bằng nhau (đây được gọi là đồng nhất 
hệ số), do đó, số a cần tìm phải thoả hệ sau: 

-1 = 3 a 
< -1 = 3a 2 +2 . 

-5 = ả’ + 2 a 

Rõ ràng không có số a nào thoả hệ này. Do đó cách tách của chúng ta như trên xem 
như thất bại. Vậy, ta phải tìm một hàm số khác phù hợp hơn. 

Để ý rằng, hàm số ở VT của chúng ta còn khuyết đi một hạng tử bậc 2, có dạng 

/?(x + 2) , với p là một số thực nào đó. Do đó, ta có thể hi vọng tách hàm số được theo 

hướng này. Phương trình có thể viết như sau. 
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ỊVv + 2 j + J3 (x + 2^) + 2sJ X + 2 = (x + a) 3 + /?(x + a) 2 + 2(x + a) 

ị^y/X + 2 j + 2 VX + 2 = X + 3x ơ + 3xữ~ + ỚT + yổx~ + 2ữỊ3x + Ị3ữ~ + 2x + 2u — yổx — 2 Ị3 
ỊVx + 2 j + 2 VX + 2 = X + (3ỡí + X + ^3ơ~ + 2ơ.Ị3 + 2 — Ị3 jX + ơ + 2ơ — 2yổ + /?ơ~ 

(với Ơ,/Mà các hệ số bất định mà ta đặt vào để đi tìm). 

Đối chiếu với phương trình gốc Ụx + 2)ị + 2ylx + 2 = X 3 - X 2 - X - 5 và đồng nhất hệ số, 
thì hệ số a,j3 phải thoả hệ sau: 

3a + p = -1 

< 3a 2 +2aj3 + 2-j3 = -ỉ = 

a 3 + 2a-2j8 + j3a 2 =-5 ^ = 2 

Các bạn chú ý rằng, khi giải các hệ pt tìm hệ số bất định thì không nhất thiết phải tìm 
được tất cả các nghiệm của a,j3 mà điều cần thiết là tìm nghiệm đẹp để dễ dàng thay 
vào phương trình còn lại xử lí. Hai hệ số này mà không đẹp thì coi như bài toán rất khó 
giải quyết. Xong! Thay giá trị a,j3 và phương trình mà ta đã đặt hệ số. Ta có phương 

trình tương đương: Ụx + 2 j + 2(x + 2 ) + 2yJx + 2 = (x -1) 3 + 2(x -1) 2 + 2(x - 1 ) 

Từ đây thì dạng hàm số coi như đã rõ ràng, đó là / (í) = t 3 + 21 2 + 21 . Hàm số này đồng 
biến trên M nên công việc còn lại của các bạn là hết sức đơn giản. 

Từ pt trên, có 2 câu hỏi đặt ra: 

- Tại sao chúng ta lại biết VP của phương trình lại có dạng x + a như vậy? Đó là do X 3 
có thể biểu diễn theo nhiều biến thể, có thể là x 3 ,(x + l) 3 ,(x-l) 3 mà điều này tôi cũng 

đã có nhắc đến. Nên để biểu diễn một cách tổng quát, các bạn nên đặt một hệ số bất 
định, ở đây là a , để suy ra dạng mình mong muốn. 

- Tại sao chúng ta lại biết mà thay hẳn số 2 ở 2(x + a) ở vế phải? Đó là do để có dạng 

hàm số giống nhau ở cả 2 vế của pt, mà vế phải lại có dạng 2yỊx + 2 nên vế trái ta cũng 
phải có dạng 2(x + a). 
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Qua những ví dụ trên, có thể thấy rằng, bước tách hàm số đại diện là quan trọng nhất 
trong giải một bài toán pt bằng pp hàm số. Do đó, đòi hỏi các bạn phải vận dụng nhiều 
cách khác nhau và một chút nhạy bén trong cách nhận diện hàm số, cách tách mũ,... để 
đưa về một hàm số đại diện ở cả 2 vế của pt. 

- Dạng 3: Biến đổi phương trình chưa có dạng hàm số về dạng hàm số 

Dạng này khó hơn nhiều. Vì màu sắc hàm số không được biểu hiện rõ ràng mà phải 
trải qua nhiều bước trung gian để tạo ra nó. 

Tao hàm sổ bằng phương pháp chia 2 vế của phương trình cho môt sổ. mốt biểu thức 

Tôi đã từng cung cấp cho các bạn một ví dụ có màu sắc của phương pháp chia này, bài 
toán nằm ở trang 36. về cơ bản, đó là một ý tưởng cho những bài toán cùng dạng, khi 
nhìn vào pt mà ta có cảm giác nó "thừa” đi một cái gì đó. Phép chia cho một số hay một 
biến, một biểu thức rất hiệu quả trong lớp bài toán như thế. 

Ta xét ví dụ sau: 



3x 3 + 4x 2 -1-x? X 3 +2 + — 


Theo trình tự phương pháp giải một pt nhé, bấm nghiệm ta thấy có 1 nghiệm đẹp 
X — —1 và 2 nghiệm xấu là V = 0,577..,x = -0,577... Từ những nghiệm này, và dạng pt, 
ta xét dần dần 5 phương pháp đã nêu. Các bạn tự đánh giá. Ở đây, ý tưởng dùng hàm 
số chưa mấy rõ ràng, nhưng ta nhận thấy biến V phía trước căn thức. Điều này làm ta 

suy nghĩ đến 2 khả năng: một là tích xẤx 3 + 2 + — thuộc một hằng đẳng thức (a + bf 

nào đó và nó đóng vai trò là 2 ab . Khả năng này dễ xảy ra hay không? Rất khó, vì căn là 
căn bậc 3 nên khi bình phương dạng b 2 cũng không thể phá căn được, hai là ta chia 2 
vế của pt cho V để khử mất biến này luôn, từ đó chỉ còn lại căn bậc 3 và dễ dàng xử lí 



hơn. Bằng ý tưởng đó, ta biến đổi pt thành: 3x 2 + 4x 


Căn là căn bậc 3, nên nếu như có dạng hàm số, thì có thể là dạng / (í) có bậc 3, khi ta 

1 v 1 

phá căn thức đó, mũ 3 căn thức ta được X +2 + — . Phân hạng tử này đã có được — lấy 
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từ VT. Do đó ta thử biến đổi pt thành: X +3x + 4x + 2 - X +2 + — + 3 X +2 + — . Thật 

XV X 

may mắn, khi ý tưởng của ta đã vô tình tạo ra bên VT một hằng đẳng thức đẹp là 

X +3j\Y + 4x + 2 = ^ X + 1^ + X + 1. Do đo ta co: ^x + 1^ +x+l = x +24- b?|X ^2-1 —. 

X \ X 

AĨ A 1 IX AĨ «1 J.rv 1 A 1 . A 


Đến đây, dạng hàm số coi như đã được lộ diện. 


Qua phân tích pt trên, ta thấy rằng, kĩ thuật chia 2 vế cho một số, một biến hay một 
biểu thức phải trải qua quá trình phân tích những khả năng có thể xảy ra đối với biểu 
thức cần chia. Nhưng thông thường, khi đã làm bài tập quen, gặp các bài toán dạng 

này các bạn sẽ có ý tưởng chia ngay, lí do là vì sẽ xuất hiện — giống trong căn, tạo ra 

X 

các phần giống nhau là ý tưởng đặt ẩn phụ tốt. Song, những bài toán có căn và bậc như 
thế này hay rơi vào dạng hàm số nhiều hơn. Hi vọng qua quá trình luyện tập, các bạn 
sẽ có cái nhìn sâu hơn với những dạng toán khác nhau. 

Vì bài viết chỉ nhằm mục đích giới thiệu những kinh nghiệm tôi tích luỹ được nên sẽ 
không có nhiều bài toán. Vì thế, các bạn chịu khó rèn luyện thêm những bài toán khác 
ở sách tham khảo, sách đọc thêm nhé AA . 


Đăt ẩn phu đua phương trình về dang hàm sổ 

Những bài toán này theo tôi nghĩ là khá khó. Ý tưởng cơ bản dựa trên sự phối hợp 
giữa 2 phương pháp là đặt ẩn phụ và hàm số. Ta xét phương trình sau: 

ilx 2 -2x +2 = 3x +1 + y/x + 2 


Một pt có thể thấy không hề đơn giản. Bằng máy tính ta nhẩm được pt có nghiệm 

X = - . Với nghiệm thế này, ta có thể nghĩ đến nhiều phương pháp. Tuy nhiên, đặt ẩn 

phụ và liên hiệp xem ra khó có khả năng. Với liên hiệp, có một ý nghĩ táo bạo hơn 
những dạng thông thường, đó là chuyển 2 căn thức về cùng một vế sau đó liên hiệp 
với đối tượng là 2 căn luôn. Cách này dành cho các bạn. Ta xét pp đặt ẩn phụ. Tại sao 
ta nghĩ đến ẩn phụ? Trong khi bậc của X ở trong và ngoài căn có vẻ lệch nhau. Nhưng 
như thế này, nếu để ý kĩ, sự khác nhau nằm ở căn bậc 4, mà theo như ta suy nghĩ đơn 

giản thì yỊx 2 = Vx , "đồng dạng” với căn bậc 2 còn lại và bậc của X cũng giống với X 
ngoài căn. Do đó, ta ý tưởng dùng pp đặt ẩn phụ 2 căn thức xem sao. 
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Đặt < 


a - \JX 2 - 2x + 2 
b - \jx + 2 



-X 2 -2x +2 
= x 2 +4x +4 


Ta tìm cách biểu diễn phần còn lại là 3x +1 theo a và ố 4 , bằng kĩ thuật hệ số bất định, 
điều này không quá khó khăn. Các bạn tự thực hiện nhé. Qua đó ta tìm được hệ thức 

7.4 4 7.4 4 

0 — # Ịj — (2 

3x +1 = ———. Pt đã cho được viết lại theo 2 biến mới a.b : a = ——— + b 
2 2 

<=> a 4 + 2a = b 4 + 2b . Đến đây thì ý tưởng hàm số là tương đối rõ ràng. Các bạn xử lí 

phần còn lại nhé. 

Sẽ có thắc mắc là tại sao ta lại mũ 4 hai biến a,b như trình bày. Lí do là để các biểu 
thức thoát căn hoàn toàn, mà phần còn lại là 3x +1 lại đòi hỏi điều đó. 

Nhìn chung, loại pt này đòi hỏi kết hợp nhiều pp khác nhau nên các bạn chịu khó tìm 
thêm nhiều bài toán khác luyện tập. Những thứ tôi trình bày chỉ là những mánh khoé, 
những nền tảng nhỏ trong pp giải, còn các pt thì luôn biến tấu rất khó lường, cố lên! 

7. Môt sổ phương pháp giải phương trình khác 

Riêng pp đánh giá thì tôi xin dành cho các bạn tự mình nghiên cứu và khám phá, vì nó 
có liên quan đến phần bất đẳng thức, một trong những mảng khó nhất của toán sơ 
cấp. Trong phần này, tôi chủ yếu đề cập đến 2 pp tuy ít gặp, nhưng lại có hiệu quả rất 
cao trong một số dạng phương trình đặc thù: pp tách tổng bình phương và pp lượng 
giác hoá. 

- PP1: Phương pháp tách tổng bình phương 

Các bạn để ý rằng, một pt có dạng A 2 +B 2 + c 2 = 0 có nghiệm khi và chỉ khi các biểu 
thức A,B,C phải đồng thời bằng 0. Ví dụ, ta có dạng pt sao: 


(x 2 -2X-3) +(x-3) 2 +(;r 2 -4x + 3) =0<tí> 


X -2x-3 = 0 

x-3 = 0 <=> x = 3. 

X 2 -4x + 3 = 0 


Từ đó, sinh ra pp tách tổng bình phương. Nội dung pp cũng tương tự như bài toán ta 
vừa xét, tức là từ một pt đã cho, có thể tách thành tổng các bình phương, khi đó pt có 
nghiệm khi và chỉ khi từng biểu thức bằng 0. Ý tưởng tương đối đơn giản, nhưng dạng 
này khá bó hẹp và chỉ xuất hiện ở một số pt và rất hiếm gặp. 
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- PP2: Phương pháp lượng giác hoá 

"Lượng giác hoá", nghĩa là từ một pt đại số, ta chuyển nó thành pt lượng giác và giải 
theo phong cách lượng giác thuần tuý. 

Cũng giống như pp tách tổng bình phương, pt giải bằng lượng giác hoá không thường 
gặp, nhưng pt dạng này thường có một số đặc điểm nhận biết: trong pt có các dạng căn 

yja 2 -X 2 ,\lx 2 -a 2 ,\[ã 2 + X 2 và còn nhiều dạng căn thức khác nữa. Nguồn gốc của 
chúng xuất phát từ các công thức lượng giác quen thuộc như: sin 2 x + cos 2 x = 1, 

1 + tan 2 x = — K~,- Từ đó, tuỳ vào mỗi bạn có thể tìm ra nhiều dạng công thức lượng 
cos X 

giác khác mà áp dụng vào, dựa trên tư duy sau: 

. Với Võ 2 - V 2 , với a là số thực cho trước tuỳ ý, ta đặt: 


X = Usiní => v « 2 -X 2 - yla 2 -a 2 sin 2 1 = aVl-sin 2 í = acost. Để khai căn được dễ dàng 


và không mất tính tổng quát, ta kẹp điều kiện t e 


n 71 


, để cosí >0. 


. Với Vx 2 -a 2 , ta đặt X = -LL => Vx 2 -a 2 - ,^— a 2 

cos t Vcos í 


sỉu ị 

Vì tan t = — nên để tan t > 0 => t e 

ío;-ì 

u 

( 

7T,— 

cosí 

l 2 ) 


l 2 J 


= a. 


cos 2 í 


-1 = ataní 


. Tương tự với \la 2 +x 2 , các bạn tự suy ra công thức để đặt cho thích hợp nhé! 

Áp dụng với bài toán sau, giải pt: 

Vi+Vi-X 2 = xỊi+2V1-X 2 j 

Ta tìm được nghiệm của pt là X = 0,5;x = 1. Ta tiến hành tìm pp giải cho pt này. Có vẻ 
bình phương 2 vế được, nhưng qua lần bình phương thứ nhất thì X lên đến bậc 4, có 
vẻ khá khó khăn. Đặt ẩn phụ cũng khó, vì X trong căn và ngoài căn có bậc khác nhau. 

Để ý thấy pt có căn thức Vl-X 2 là dạng lượng giác quen thuộc \la 2 -X 2 , với a-l. 
Nên ta có cơ sở để giải pt theo pp lượng giác hoá. 
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Đặt X = sin t, t G 


n _ n 

, lại có điều kiện pt 0<x<l=>íe 

0;- 

2 2 J 


2 J 


, pt trở thành 


\Ị\ + \f\~-sm 2 1 = siiưỊl + 2Vl-sin 2 t j 


Ta thấy rằng, từ một pt căn thức vô tỉ, ta đã chuyển về một pt lượng giác tương đương 
với nó. Từ đây, việc giải pt ban đầu là việc giải pt lượng giác ta vừa suy ra, do đó các 
bạn được quyền sử dụng thoải mái các công thức lượng giác. Giải tiếp, ta có pt tđ: 

Vl + cos t = shư(l + 2cosí) 

1 + cosí = sin 2 í(l + 2cosí) 2 

1 + cosí = sin 2 1 + 4 sin 2 tcost + 4 sin 2 1 cos 2 1 

4sin 2 ícosí(l + cosí)-cos 2 í-cosí = 0,(sin 2 í = l-cos 2 í) 

(l + cosí).cosí[4sin 2 t-l 


<=> 


sin t = 


4 <=> 


cosí = 0 


shư = Ậ,vf siiư > 0 

2 <=> 

shư = 1 


n , _ 
t = — + k2ĩĩ 
6 

5ĩĩ . , _ 
t = — + k2tĩ 
6 

n , _ 
t = — + k2ti 
2 


Vì te 



nên ta nhận các nghiệm t = -~,t = ~r 

6 2 


1 - 4 - r . _ TC 1 ._ TC . 

do đó V = sin — = —,x = sin— = 1. 

6 2 2 


Chắc sẽ có bạn thắc mắc tại sao khi suy ra shư = l,shư = ^ rồi không kết luận X luôn? 
Câu trả lời là do các pt lượng giác như trên chỉ suy ra được tập nghiệm gồm nhiều 


nghiệm nhỏ khác nhau, và các nghiệm này nói chung không thoả t G 




, bởi lẽ khi 


giải pt lượng giác thì còn lại số nguyên k, với mỗi k lại có một nghiệm khác nhau, nên ta 
phải tìm 1 số k thoả mãn miền của t, sao đó thế lại sint rồi mới kết luận được. 


Một số dạng căn thức khác, nếu có thời gian các bạn tìm hiểu thêm ở sách tham khảo 
Tư duy cơ bản của pp này là đưa về pt lượng giác để "dễ nuốt" hơn vì có nhiều công 
thức lượng giác để biến đổi. Và ý tưởng đặt căn thức chủ yếu dựa trên các công thức 
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lượng giác quen thuộc. Càng biết nhiều công thức lượng giác thì việc đặt ẩn này càng 
dễ dàng hơn. 

8. Rút nhân tử chung dựa trên tính đẳng cấp của phương trình 


Ta nói một chút về pt đẳng cấp, pt đẳng cấp là pt có dạng, ví dụ: aA 2 + bAB + cB 2 = 0, 
với a,b,c là các hệ số, A,B,C là các biểu thức cùng bậc. Qui chung lại, pt đẳng cấp 

chứa các hạng tử là những biểu thức có cùng bậc, ví dụ: X 2 - 2xy - 3 y 2 = 0. Tất nhiên, 


với một pt 2 ẩn thì ta không thể nào tìm được rõ ràng giá trị của 2 ẩn được, mà ta chỉ 
rút được quan hệ giữa chúng. Cách tìm quan hệ giữa x,y là ta chia 2 vế của pt cho X 2 


hoặc y 2 , sao đó giải pt bậc 2 theo biến — hoặc — .Áp dụng cho ví dụ trên, ta thực hiện 

X ' y 


chia 2 vế của pt cho y 2 , ta được 


f \ 2 
X 


\y) 


-2 


X 


y 


3 = 0 (trước khi chia, ta xét trường hợp 


y - 0 và suy ra X, vì theo lẽ, pt chỉ tương đương khi chi cho một số hay một biểu thức 
khác 0). Ta coi pt thu được là pt theo —, giải ra ta được — = -1 hoặc — = 3, hay 

y y y 


X = —y hoặc X = 3 y. Vì vậy, pt ban đầu có thể biểu diễn: (x + y)(x - 3 y) = 0. Đây chính 

là cách tách nhân tử từ pt đẳng cấp đã xuất hiện trong câu IX của đề thi THPT Quốc gia 
2016. Một ý tưởng hay dựa trên một kiến thức ít sử dụng trong việc giải pt, vì có thể 
các bạn đã gặp phương pháp này nhiều hơn trong việc giải hệ pt. 


9. Đối với bài toán bất phương trình 

Tôi không tách bất phương trình thành một phần riêng, vì theo tôi thấy thì việc giải 
bất pt cũng tương tự như việc giải pt, chỉ thay đổi dấu "=" thành dấu khác nó thôi. Để 
giải một bài toán bất pt, cũng có 5 pp giống như giải pt, và các kĩ thuật kéo theo hoàn 
toàn tương tự. Nhưng cái khó là các bạn phải đảm bảo qui tắc về dấu khi xử lí. Một vài 
lưu ý khi giải bất pt: 


- Khi chia 2 vế của bất pt cho một số, một biểu thức, tất nhiên là khác 0, phải xét xem 
nó âm hay dương, nếu âm phải đổi chiều dấu bất pt (tạm gọi vậy), nếu dương thì giữ 
nguyên. 


- Khi tách được nhân tử, phải lặp bảng xét dấu, tìm ra các khoảng dương, âm của bất 
pt. Qui tắc này chắc bạn nào cũng được học trong chương trình đại số 10. 
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Ngoài ra thì cũng chẳng khác gì bài toán pt. Điều đặc biệt là khi giải bất pt, đừng có tư 
tưởng sợ dấu của nó, hãy nghĩ nó là dấu "=" sẽ dễ làm hơn. Tuy nhiên nên nhớ khi giải 
xong phải xét dấu âm dương của biểu thức lại để đánh giá tập nghiệm cho đúng, chứ 
nếu không là nó "bằng” mình luôn AA . 

Một lưu ý nho nhỏ trong việc sử dụng pp hàm số để giải bất pt: ta đã biết, nếu pt có 
dạng f(u) = f (v) với / là hàm đơn điệu trên miền xác định ẢTiào đó thì ta có quyền 

suy ra u -V. Mở rộng, nếu hàm số f(u )>/(v) và: 

- / là hàm số đồng biến trên miền xác định K thì ta suy ra u > V 

- / là hàm số nghịch biến trên miền xác định K thì ta suy ra u < V 


Có thể kết thúc phần pt ở đây nhé. Tạm thời chưa nghĩ ra nhiều phương pháp khác 
nhưng cơ bản là dựa trên 5 pp tôi đã nêu và một số lưu ý trong kĩ thuật giải. Tuy 
nhiên, đối với một bài toán pt "thực sự”, sẽ không chỉ phải dùng 1, mà đôi khi là 2, 3 pp 
cùng một lúc mới xử gọn được bài toán. Quan trọng các bạn phải gây dựng được 
những cơ sở định hướng ban đầu, tìm xem cách nào có thể làm được trước, để sau đó 
nếu có phát sinh thêm một số pt nào khác thì định hướng tiếp. Tôi thường sử dụng 
biện pháp giải quyết từng phần như thế, đến đâu tìm hướng giải quyết đến đó. Xoay 
quanh 5 pp thôi, đừng nản chí, hãy cố gắng lên. 

Còn một số pt bậc 3, bậc 4, pt có dạng đặc biệt khác có cách giải riêng, các bạn tìm hiểu 
thêm trên mạng hoặc trong sách nhé. Những pt đó hầu như có khuôn và cứ theo tuần 
tự sẽ giải được ngay. 
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KINH NGHIÊM xử LÍ BẢI TOÁN HỀ PHƯƠNG TRĨNH 

Giải pt đã khổ, giải một hệ pt còn khổ hơn. Tuy nhiên, cốt lõi của bài toán hệ pt là qui 
hệ thành pt, tức là chuyển hệ pt ban đầu về một pt để xử lí. Có thể nói, hướng tư duy 
với hệ phương trình là rất phong phú, nhưng thường trong một hệ, sẽ có một pt mà 
bạn có thể rút được quan hệ x,y , rồi thay vào pt còn lại giải pt bình thường. Một số ít 
hệ khác thì phải kết hợp giữa 2 pt trong hệ mới giải quyết được. Các hệ này thường rất 
khó. Trong phần này, tôi sẽ chú trọng đề cập đến một số pp để rút quan hệ x,y , phần 
việc giải pt còn lại thì cứ dựa vào những gì chúng ta đã phân tích ở phần trước mà xử 
lí. Các bước tiếp cận bài toán hệ pt gồm: 

- Xem xét, đặt điều kiện xác định cho biến x,y . 

- Tìm cách tiếp cận, có thể là xem pt nào có thể rút được quan hệ x,y thì lấy giải 
trước, hoặc là kết hợp 2 pt thành một để thực hiện. 

- Rút quan hệ x,y , thay vào pt còn lại. 

- Thử lại bằng máy tính các nghiệm vừa tính toán. 

Để rút được quan hệ của x,y thường có những pp sau: 

- Dựa vào tính đẳng cấp của một pt trong hệ, phần này tôi cũng đã có giải thích ở phần 
trước. 

- Dùng 5 pp đã trình bày để tìm nhân tử chung hoặc tìm ra quan hệ x,y . 

- Phương pháp kết hợp 2 phương trình thành một pt mới giải được. 

Riêng pp dựa vào tính đẳng cấp tôi sẽ không đề cập lại. Tôi chỉ chủ yếu đề cập đến việc 
vận dụng 5 pp đã nêu giải hệ . kĩ thuật kết hợp 2 pt trong hệ thành một pt giải được 
xem ra tôi nợ các bạn phần này, vì nó rất sâu và rộng, các bạn cố gắng tìm hiểu thêm. 

1. Rút nhấn tử chung 

- Kĩ thuật delta chính phương 

Tôi đã từng đề cập đến phương pháp này trong phần pt. Với hệ pt, ý tưởng cũng gần 
như tương tự. Kĩ thuật delta chính phương trong pt hầu như gắn liền với tư duy đặt ẩn 
phụ, riêng hệ thì không phải như vậy, vì hệ pt có 2 ẩn trên cùng một pt nên tư duy ẩn 
phụ là tương đối khó khăn. 
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Trước khi đi sâu vào pp này, tôi xin cắt nghĩa về cụm từ "delta chính phương” một 
chút, vì hẳn khi dùng một pp, phải hiểu pp đó nói về cái gì. Delta tức là công thức tính 
delta trong khi giải pt bậc 2, À = b 2 - 4ac , từ việc tính được delta, ta có thể suy ra được 
nghiệm của một pt bậc 2 nào đó. Từ đây các bạn cũng có thể thấy rằng, kĩ thuật này 
đòi hỏi phải đưa pt 2 ẩn về dạng 1 pt bậc 2 theo một trong 2 ẩn, rồi tính delta, suy ra 
nghiệm và rút quan hệ x,y . Còn về cụm từ "chính phương", một số được gọi là chính 
phương khi nó có dạng bình phương của một số, do đó "delta chính phương” chính là 
biểu thức À mà ta tính được phải có dạng bình phương của 1 biểu thức, ví dụ: 

À = (* + l) 2 chẳng hạn. 

Để áp dụng kĩ thuật delta chính phương cần qua những bước: 

- Pt đang xét đưa về được dạng pt bậc 2 theo biến V hoặc y. 


- Tính delta, suy ra nghiệm của pt. 

- Từ đó rút được quan hệ x,y thay vào pt còn lại 


Ta xét hệ pt sau: 


17(v-y) = 3xy-2x 2 -y 2 (l) 

yịx + 3 +-<J\0-y - X 2 -1 X + \\ ( 2 ) 


Khi giải một hệ pt, bước đầu tiên là nhận định, xem có thể giải được pt nào trước. Tạm 
đánh số pt (1) và (2) như đã thể hiện. Ta xét pt (1), một pt đa thức không chứa căn 
nên sẽ dễ nhận định hơn. Thường thì loại này có 2 con đường là rút nhân tử bằng mối 
quan hệ suy từ máy tính Casio bấm nghiệm và sử dụng kĩ thuật delta chính phương. 
Với hệ số của các hạng tử chênh nhau khá nhiều nên tư tưởng ẩn phụ có vẻ khó khăn. 
Vì thế ta tập trung vào kĩ thuật delta chính phương. 

Ta khai triển và chuyển hết pt (1) về 1 vế, ta có: ( 1 ) <=> 2x 2 -3xy + \1 X - \1 y + y 2 = 0. 
Với pt này, việc chuyển về pt bậc 2 theo X hoặc theo y đều được, tôi sẽ làm luôn 2 
cách để các bạn có cách nhìn thấu đáo hơn. 

Cl: Rút pt bậc 2 theo x: ta có ( 1 ) <=> 2x 2 + (l7-3y)v + y 2 - Yly = 0 


A = (17- 3 y) 2 - 4.2 (/ -17y) = / + 34 y + 289 = y 2 +2.Ì1 y + Ì1 2 = (y + 17) 2 
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Delta của ta đã biểu diễn được thành dạng bình phương nên hướng đi của ta xem như 

bước đầu thành công. Bằng công thức nghiệm pt bậc 2: x = ^-T—— ■ Ta suy ra: 

2 a 

3V-17 + .V+ 17 _ ^ 3V-17-V-17 _ y-Yl « . . _ , 9 

X = — -- = y, X = — - — -= - . Đen đây, thay vào pt thứ 2 và giải 

hoàn tất hệ pt này. 

C2: Rút pt bậc 2 theo y : ta có (l) <=> y 2 -(3x + 17)y + 2x 2 + 17x = 0 

À = [-(3x + 17)] -4^2x 2 + 17x) = X 2 + 34x + 289 = (x + 17) 2 , và một cách tương tự, suy 
ra: y = 2x +17, y = X 

Thay X = y vào (2), ta có: 

(2) <=> v* + 3 + V10-JC = X 2 - lx + \\ . Pt này có 2 nghiệm đẹp nên hầu như đã vào 
khuôn khổ liên hiệp nhị thức rồi. 

Thay y = 2x + 17(*) vào (2), ta có 

(2) => y/x + 3 + yỊ-1 - 2x =x 2 - lx + l\. Bấm nghiệm pt máy báo pt vô nghiệm, nên ta 
phải tìm lí do tại sao pt vô nghiệm. 

Các bạn để ý, điều kiện của hệ pt ban đầu là <p _ ^, mà điều kiện của pt mới suy ra là 

(.V > 3 

7 7 

-7 - 2x > 0 <=> X < - —, vì X > -3 > - — nên xảy ra điêu mâu thuân, pt vừa suy ra vô 
nghiệm. Ta kết luận hệ pt có nghiệm... 

Cốt lõi của pp delta chính phương hi vọng các bạn nắm được, vì đây là pp tương đối dễ 
tiếp nhận. Tư tưởng "chính phương” là chủ đạo, nếu delta là một biểu thức không 
chính phương thì xem như pp này thất bại. 

- Tìm quan hệ nghiệm bằng máy tính, kết hợp với sơ đồ Hoocne 


Chức năng vượt trội của các máy tính Casio, Vinacal là không thể bàn cãi. Tuy nó 
không thể thay thế hoàn toàn bản chất tư duy trong toán học nhưng đã trở thành một 
công cụ lợi hại để tìm ra những hướng đi phù hợp cho bài toán. Quan hệ x,ỵ trên một 
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pt hoàn toàn có thể tìm được bằng máy tính. Tuy nhiên để dễ dàng thì đôi khi phải 
"đẹp” một chút mới được. 

Ta xét 1 pt có trong một hệ pt bất kì nào đó như sau: 

X 4 - y 4 + 5x 2 y + X 2 + 4xỵ 2 + 2 xy +1 Ov - y 3 + y 2 +1 Oy = 0 

Một pt mà hình thức của nó có thể gây "ức chế" cho một số bạn AA . Tất nhiên là các bài 
toán dùng trong thi cử không tới nổi cồng kềnh như vậy đâu, nhưng với một bài toán 
có nhiều lời giải mà đôi khi vô tình hướng các bạn đi lại đưa đến một pt sởn óc như 
thế này thì cũng phải tìm cách xử lí. 

Trước tiên, ta dùng máy tính nhập pt trên vào, dùng chức năng solve. Máy hỏi Y?, ta 
cho một giá trị Y bất kì, thường là số đẹp như 1,2,3,... chẳng hạn và solve tiếp tục. Khi 
cho Y=l, máy cho kết quả x=-l. Đến đây, ta phải nghi ngờ quan hệ x,y là X = -y 

hoặc X 2 = y, điều này sẽ được rèn luyện trong quá trình các bạn làm bài. Do đó, để 
kiểm chứng kết quả, khi cho giá trị của Y và solve giá trị của X, màn hình hiện Solve for 
X, nên nhập giá trị X đối với Y, ví dụ nếu bạn cho giá trị Y=2, thì nên nhập vào màn 
hình Solve for X là -2, khi đó sẽ dễ kiểm chứng dự đoán của ta, nếu kết quả solve ra 
X=-2 thì xem như dự đoán của ta đã thêm một cơ sở để tin tưởng, ta làm thêm 1, 2 
trường hợp nữa tương tự để khẳng định được quan hệ của x,y là X = -y . Còn trường 
hợp máy không ra kết quả như trên, thì dự đoán của ta sai và chuyển sang trường hợp 
X 2 = y , tức là khi cho Y=4 chẳng hạn, thì nên Solve for X là 2. Tóm lại, bằng hướng tiếp 
cận trên, ta tìm được quan hệ X = -y . Do đó, pt ban đầu sẽ có nhân tử chung là 
(x + Đến đây, ta có thể dùng sơ đồ Hoocne để tách nhân tử cho pt ban đầu. 


Ta chuyển pt thành dạng pt bậc 4 theo biến X và xem y như một tham số nào đó. Ta 
có pt tương đương: V 4 +(5y + l)jr 2 +(4y 2 + 2y + lo) x-y 4 -y 3 + y 2 + lOy = 0 (l) 


Ta lập sơ đồ Hoocne như sau: 


XXX 

1 

0 

5y + l 

4y 2 + 2y +10 

-y 4 -y 3 +y 2 + ỈOy 

-y 

1 

-y 

y 2 +5y + 1 

-y 3 -y 2 + y + 10 

0 


Do đó ta có thể rút nhân tử chung cho pt là: 


(1)<=>(* + J>)V -yx 2 +[y 2 + 5y + ì)x-y 3 -y 2 +y+ 10~ = 0 ( 2 ) 
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Trong sơ đồ trên, vì quan hệ nghiệm là X = -y nên ta xem như pt có nghiệm là -y và 
các biểu thức chứa y phía trước X là các hệ số. Qui tắc hoocne tôi cũng đã trình bày ở 
phần trước, các bạn xem lại nhé! 

Đến đây, biểu thức trong ngoặc vuông vẫn còn dạng một đa thức, nên có thể vẫn phân 
tích được thành nhân tử. Ta tiếp tục tìm nhân tử cho biểu thức này. Cho Y=l, ta có 
x=-l, cho Y=2, ta có x=0, cho Y=3, ta có x=l. Ta thấy rằng, Y=X+2 là qui tắc chung 
cho các biểu thức đó, do đó biểu thức ngoặc vuông lại có nghiệm x = y-2. Tiếp tục với 
sơ đồ hoocne, ta tách được biểu thức sau: 


xxxx 

1 

-y 

y 2 +5y +ỉ 

-y 2 -y 2 +y + ỈO 

y- 2 

1 

-2 

y 2 +3y + 5 

0 


Do đó ( 2 ) <=> (v + y)(v-y + 2)Ịv 2 -2 x + y 2 + 3y + 5 ) = 0 


Nếu bạn nghi ngờ ngoặc tròn cuối cùng có nghiệm, thì nên solve tiếp, nhưng ta thấy 
rằng nó vô nghiệm, và nếu solve thì máy cũng báo là Can’t solve. Vì sao? Ta thấy rằng 


X 2 - 2x + y 2 + 3y + 5 = X 2 - 2x +1 + y 2 + 3y + 4 = (x -1) 2 + 


T 




y + - 

Y 2y 


7 

+ — > 0 nên biểu thức 
4 


này không thể tách được nhân tử chung tiếp, do đó pt ( 1 ) <» 

\_x = y- 2 

như bước tách nhân tử cho pt của chúng ta thành công mĩ mãn A A . 


X = —y 


. Đến đây coi 


Trong nhiều sách tham khảo, các bạn có thể thấy nhiều bài tách nhân tử theo hướng 
này nhưng hầu như cốt lõi, tư duy nhân tử từ đầu đến cuối người ta giản lược đi. Có 
thể là có phương pháp tách khác hay hơn, nhưng cá nhân tôi nghĩ thì dùng Casio cộng 
với sơ đồ Hoocne vẫn có thể giải quyết tốt dạng toán này. Pt vừa xét được tôi trích 
trong sách "Tư duy Logic tìm tòi lời giải Hệ phương trình" do Ts. Mai Xuân Vinh và 
nhóm tác giả trang web k2pi.vn biên soạn. Nguồn gốc pt này xuất phát từ phương 
pháp kết hợp 2 pt trong hệ và tương đối là rất khó. Riêng quyển sách này là một tài 
liệu về hệ pt khá hay mà tôi muốn giới thiệu với các bạn. 


Phương pháp này chủ yếu dựa trên 2 bước chính, đó là tìm quan hệ x,y dựa trên máy 
tính Casio và tách nhân tử thông qua sơ đồ Hoocne. Riêng phần tìm quan hệ x,y theo 
kiểu này có một pp rất hay khác là dùng tư duy phương trình đường thẳng trong hình 
học Oxy. pp này cũng được trình bày trong sách tôi vừa nêu và cũng xuất hiện nhiều 
trên các trang mạng. Các bạn quan tâm có thể theo dõi và tiếp thu. Tôi không tiện để 
đề cập ở bài viết này vì bản thân vẫn chưa nắm vững pp đó lắm A A . 
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- Dấu hiện "đẳng cấp" và chuyển phương trình về dạng pt đẳng cấp 

Một pt 2 ẩn có thể rút được quan hệ x,y dễ dàng nếu nó là pt đẳng cấp. Vì vậy, trong 
nhiều trường hợp, ta dùng lối tư duy đó để hi vọng tìm được hướng giải quyết cho 
phương trình. 

Tính đẳng cấp của một pt được thể hiện rất đa dạng. Ta xét một ví dụ để cho thấy điều 
đó: 


- Quan hê biểu thức không chứa căn và căn thức chửa tích các biểu thức 


Ta xét hpt sau: 


2y - 3x -1 + yj2x 2 —xy — 2x + y - 0 
X 3 -3x 2 + 4y — 6 — x*Jx — l =0 (2) 


( 1 ) 


Điều kiện < 


X>1 

2 x 2 - xy - 2x + y > 0 
3x - 2y +1 > 0 


Ta chú ý vào phương trình đầu tiên. Nếu chuyển biểu thức không chứa căn qua vế 
phải và bình phương lên thì thật là rối trí. Để ý thấy biểu thức trong căn có thể biểu 
diễn thành: 2x 2 - (2 + y)x + y, nên ta hi vọng rút được nhân tử bằng pp delta chính 

phương, ta có: A = [-(2 + yỹ\ 2 - 4.2 y = (y - 2) 2 . Ý tưởng thành công. Ta tìm được 

= y 

nên ta suy ra 2x 2 -(2 + y)x + y = (x-l)(2x-y). Hoặc là có thể không cần đến 

X — 1 

pp này mà bạn vẫn có thể rút được nhân tử dựa vào kinh nghiệm, đó cũng là cách hay. 
Nên pt (1) <=> 2y-3x-l + ^(x-l)(2x-y) = 0. Ta thấy rằng, biểu thức ngoài dấu căn 

có bậc 1, biểu thức trong dấu căn là tích của 2 biểu thức bậc 1, đó chính là một dạng pt 
đẳng cấp, nếu như ta biểu diễn được 2y-3x-\ theo x-l và 2 x-y. Việc này rất quen 
thuộc thôi, khi ta muốn biểu diễn một biểu thức theo một biểu thức khác, ta dùng kĩ 
thuật hệ số bất định, tức là ta tìm 2 số «,/? sao cho đẳng thức sau được thoả mãn: 


2y-3x-l = a[x-i) + p{2x- y). Đồng nhất hệ số, ta suy ra a = 1,/? = -2 (nếu quên, 
các bạn xem lại một số ví dụ trước). Do đó ta viết lại pt: 

(1) <=> x-l + ^(x-l)(2 x-y) -2{2x- ỳ) = 0 
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Vì điều kiện của hệ pt là X > 1 nên ta có yỊx- 1 xác định, do đó ta có thể viết như sau: 
7*-l)(2x-y) = \lx-l.yj2x- y . Do đó pt <=> X -1 + y/x- Ì.yj2x- y -2(2 X- y) = 0 . 

Có một lưu ý nho nhỏ là căn thức V AB = VÃ Vĩ? <=> <7 _ 0 , do đó nếu không cẩn thận, 

|ổ>0 

bài toán của các bạn có thể sẽ không chặt chẽ ở bước này. Pt sẽ là pt đẳng cấp nếu ta 

a = Vx-1 , , , 2 2 

đặt \ _,(2x-y > 0), khi đó ta có: a +ab-2b = 0. Dê dàng suy ra 

b = px-y 

Ị -- Ị— - Íx-1 = 0 íx = l 

a = b V a = -2b . Với a = -2b => vx-1 = -2yỊ2x-y => < <=>« 

12x — y = 0 1 y = 2 


Thay vào (2) thấy thoả mãn, do đó (x;y) = (l;2) là nghiệm của hệ pt. Với 
a = b => yjx- 1 = ^2 x-y <^>x-l = 2x-yoy = x + l. Thay vào (2) ta có: 

( 2 ) X 3 - 3x 2 + 4x - 2 - xVV-T = 0 <=> (x -1) 3 + X -1 = ịy/x — 1 j + y/x — 1 . Tư duy hàm 


số đã lộ diện, ta giải được X -1 = \Jx-l <=>x 2 -3x + 2 = 0<=> 


X = 1 => y = 2 
X = 2 => y = 3 


Vậy hệ pt đã cho có 2 nghiệm. 

Tư duy đẳng cấp xuất hiện khá nhiều trong việc tìm quan hệ x,y mà bài toán vừa nêu 
chỉ là một điển hình nhỏ trong lớp bài toán rất rộng này. 

Bên cạnh pp đẳng cấp hoá pt 2 ẩn như vừa rồi, còn có loại đưa về dạng phương trình 
bậc 2 theo biểu thức nào đó, ví dụ ta chuyển pt về dạng: (3x + y) + 2yj3x + y -3 = 0 và 

xem đây là pt bậc 2 theo biến V3x + y . pp này tương tự nên các bạn có thể tìm hiểu 
hoặc suy luận thêm. 

2. Liên hiêp 

- Liên hiệp dựa vào quan hệ giữa các căn thức 

Ý tưởng chung: dựa vào biểu thức dưới dấu các căn thức, ta nhẩm trừ 2 biểu thức với 
nhau xem có thành phần nhân tử chung với phần còn lại của pt hay không. Điều kiện 
là các căn thức ta liên hiệp phải trái dấu nhau. Ta xét một ví dụ: 

^(177) ~ Vl + * 2 = ỉ —xy 


DUCTRONGT13-16TKN 


Trang 67 






























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


KINH NGHIỆM ÔN THI THPT QUỐC GIA VÀ TUYẾN SINH ĐẠI HỌC, CAO ĐẲNG 


Điều kiện ban đầu là 2 căn thức xuất hiện trái dấu nhau đã được thoả mãn. Ta nhẩm 
trừ các biểu thức dưới dấu căn của 2 căn thức. Ta có: X 2 (l + y 2 ) - (l + * 2 ) = x 2 y 2 -1 

= (xv -1 )[xy +1) , đã có thành phần giống phần còn lại của pt là xy -1 (so với 1 - xy ) 

nên ý tưởng của ta thành công. Một yếu tố ban đầu khi giải liên hiệp đó là chuyển tất 
cả pt về 1 vế, ta có pt 

(xy + ì)(xy-l) 


yịx 2 (l + y 2 ) - Vl + V 7 +xy-l- 


-1 = 0 ^ 


^Jx 2 (l + y 2 ) + ylĩ 


■ + XV — 1 = 0 




<=>(ạy-l) 


xy +1 _ 

■\Ịx 2 ịl + y 2 ) + Vl + V 2 


+ 1 


= 0 <=> 


XV — 1 = 0 


xy +1 _ 

^x 2 ịl + y 2 ^ + yjl + x 2 


1 = 0 (*) 


Bằng máy tính ta thấy rằng pt (*) vô nghiệm. Do đó ta tìm cách chứng minh. Qui đồng 
mẫu số, ta có (*) <=> xy + 1 + yịx 2 ịl + y 2 ) + Vl + X 2 = 0. Bài này cần một điều kiện ràng 

buộc, vì pt thứ 2 trong hệ là (2 jc- 7xv)ỊV3v-2 - yj'x + 3 xy j = 5 nên điều kiện xác định 
của hệ là JC > -J. Do đó ta chứng minh (*) vô nghiệm Vx > -^. Ta có: 


<^> xy +1 + X-^Ỉ + y + \/l + x~ —0 < w - vỊy + -\jỉ + ~ỹ~ I +1 + \/l T x~ — 0. 

Vì Ạ + y 2 > \y\ > y => Ạ + y 2 + y> 0,Vv e M. Do đó xỊ y + + y 2 j +1 + \]l + V 2 > 0 

=> (*) vô nghiệm. Do đó ta rút được quan hệ x,y của pt này là xy- 1 = 0 . 


- Liên hiệp dựa trên quan hệ nghiệm 


Xét hệ pt: 


yỊl lx 2 -(2 X- y)(x + y) + 2 yỊxỹ = 5x 

(y 2 + 6x + \3)^4x 2 +y 2 - \ =(5y + ló)jc 2 +8 jc + 11 


( 1 ) 

( 2 ) 


Đây là một hệ tương đối khó, nhưng nó thể hiện rõ ràng hơn bản chất của pp liên hiệp. 
Ta xét xem pt nào nhẹ nhàng hơn và có thể giải được. Với pt thứ nhất, bằng máy tính 
và kĩ thuật quen thuộc, cho Y tìm X, khi Y=1 thì x=l, khi Y=2 thì x=2,... Do đó ta dự 
đoán pt (1) có quan hệ x,y ỉằ x = y hay X - y = 0. Kiểm chứng lại, ta thay y = x vào 
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(1), ta có Vl lx 2 -2x 2 + 2x = 5x, đẳng thức này đúng và quan hệ X = y mà ta dự đoán 
là chính xác. Bước tiếp theo là ta tìm giải pháp xử lí. Có 2 căn và quan hệ x,ỵ khá đẹp 
nên ta nghĩ đến pp liên hiệp, nhưng với ví dụ trước mà ta xét, thì vd này hoàn toàn trái 
ngược: 2 căn thức cùng dấu nhau. Khó khăn xuất hiện, nhưng chính lúc này bản chất 
của hên hiệp mới được thể hiện rõ. 


Từ khi tiếp cận với liên hiệp trong bài viết này, tôi luôn lưu ý với các bạn về sự " tổng 
bằng 0" trong việc chọn biểu thức hên hiệp. Và đây chính là chìa khoá để xử lí bài toán. 

Ta thấy rằng, nếu thay x = y vào căn thứ nhất thì ^1 ỉx 2 -(2 X- v)(x + y) = 3x, tương 
tự ta có 2 ^Jxỹ = 2x, do đó để liên hiệp, ta phải làm cho từng phần liên hiệp bằng 0, tức 
là chuyển pt về dạng: ^1 ìx 2 - (2* - _y)(x + y) - 3x + 2-sịxỹ - 2x = 0. Ta tiến hành liên 


D . llx 2 -(2x-y)(x+y)-9x 2 4xy-4x 2 

hiệp bình thường. Pt tương đương . v /v = -1 - r— 

yịllx 2 -(2x-y)(x + y) +3x 2^Jxy+2x 


= 0 




y(y-x) 


2 x(y-x) 


__Ị 2 { ỵ y ỵ2 ) _ 0 ^ _ y\y-x) _ | 

yjl \x 2 -(2x-y)(x + y) +3x ^Jxỹ + x ^ị\ \x 2 - (2x - y)(x + y) + 3x \Ịxỹ + x 

y 2x 

^1 ĩx 2 -(2v- y)[x + y ) + 3x y[ỹỹ + y 


o(y-x) 


Đến đây nhiệm vụ của ta là kiểm chứng xem ngoặc vuông có nghiệm hay không, bằng 
máy tính ta thấy pt này vô nghiệm. Do đó, ta tìm cách chứng minh. Ta thấy rằng, biểu 

thức , ' V -+ — = 0(*) vô nghiệm khi nó > 0 hoặc < 0. Và 

•ựllx 2 -(2x-y)(v + y) +3x \Ịxy+y 

mấu chốt trong những pp chứng minh vô nghiệm là dựa vào điều kiện xác định của 
x,y trong hệ. Điều kiện này phải chặt nên ta phải chú ý xét cho thật kĩ. Từ pt thứ (2) 

ta suy ra 4x 2 + y 2 -1 > 0, điều này không thể kết luận được dấu của x,y. Ta chuyển 
lên pt (1). Điều lưu ý là VT của pt (1) là biểu thức luôn > 0 , nên để (1) có nghiệm thì 
5x > 0 => V > 0 , và lại có chứa yịxỹ , X > 0 thì y phải > 0. Nhưng mà, với x = y = 0 thì 
y[xỹ + y = 0 vô nghĩa nên xem như biểu thức liên hợp của ta thất bại. Nên điều kiện 
X > 0,y > 0 là chưa chặt, điều kiện phải là X > 0,y > 0. Điều này ta sẽ dùng 1 thủ thuật 
nhỏ nữa. Ta xét X = y = 0 có phải là nghiệm của hệ hay không. Thay vào ta thấy không 
thoả hệ. Thêm 2 trường hợp nữa là X = 0,y > 0 và X > 0,y = 0 ta xét tương tự. Do đó ta 


DUCTRONGT13-16TKN 


Trang 69 


























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


KINH NGHIỆM ỒN THI THPT QUỐC GIA VẢ TUYỂN SINH ĐẠI HỌC, CAO ĐẮNG 

CÓ điều kiện X > 0,7 > 0. Đến đây thì ta dễ dàng suy ra ngoặc vuông vô nghiệm. Nên pt 

(l)<eí>y-x = 0<tí>x = y. 

Qua ví dụ trên, các bạn thấy được bản chất của liên hiệp là như thế nào. Bên cạnh đó là 
kĩ năng "xử lí ngoặc vuông” còn lại sau khi hên hiệp. Điều này tương đối khó và 
thường dựa vào các đánh giá cơ bản của bất đẳng thức cũng như tính chất bình 
phương, và cũng quan trọng không kém là dựa vào điều kiện xác định hệ pt, các bạn 
phải đánh giá x,y thật kĩ để đưa đến kết quả có lợi cho bài toán mà mình đang giải. 

Thay x = y vào pt (2), ta có: 

(x 2 + 6x + 13) V5x 2 -1 = 5x 3 + 16x 2 + 8x +11 

sẵn tiện ta phân tích luôn pt này. Một pt tương đối khó xơi. Nhẩm nghiệm ta thấy pt có 
nghiệm xấu, và với hình thức này thì khó đặt nhân tử chung thuần tuý được. Chuyển 
về một vế của pt cho dễ "kiểm soát". Ta có pt tương đương: 

5x 3 + 16x 2 + 8x + ll-fx 2 + 6x + 13)V5x 2 -1 = 0(*). Pt chứa căn với biểu thức 5x 2 -1 và 

phía ngoài có 5x 3 nên ta tách thành pt bậc 2 theo V5x 2 -1, với hi vọng giải theo delta 
chính phương. Ta có (*) <=> (x + 3)(5x 2 -l)-(x 2 + 6x + 13)V5x 2 - \ + x 2 + 9x + 14 = 0.Ta 
có: 

À = (x 2 + 6x + 13)~ -4(x + 3)(x 2 + 9x + 14) 

= X 4 + 36x 2 + 169 + 12x 3 + 26x 2 + 156* - 4x 3 - 48x 2 - 164* - 168 

= V 4 + 8x 3 + 14x 2 -8x + l . Tách được chính phương không nhỉ AA . Nếu biểu thức tách 
được bình phương thì sẽ có dạng (x 2 +ax + nên ta sẽ dùng hệ số bất định (các bạn 

thấy kĩ thuật này mạnh mẽ chưa AA ), ta có 

X 4 + 8 x 3 + 14x 2 - 8 x + l = X 4 +2ax 3 +[a 2 +2/?)x 2 +2 aj6x + p 2 (tôi hơi giản lược các 
bước tính toán). 

f (X = 4 

Đồng nhất hệ số ta có I 1 (nếu không tồn tại 2 số a,/3 thoả hệ thì À không chính 
phương). Do đó, A = (x 2 + 4x -1) . Đến đây thì xem như bài toán hoàn tất. 
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CÓ một điều lạ là khi tách biểu thức đã cho dưới dạng: 

(*) <=> -l)-(* 2 + 6* + 13)^/5v 2_ -ĩ + 16.x 2 + 9.X + 11 = 0 thì lại không tìm được 2 sô 

a,j3 thoả mãn. Các bạn tìm và suy nghĩ giúp tôi chỗ này nhé AA . 


Một hệ pt khó và phải dùng khá nhiều công cụ. Nhưng như thế để thấy được nhiều 
hơn những bản chất thực của những pp mà ta đã xét. Các bạn có thể thấy rằng, liên 
hiệp xảy ra khi các biểu thức ta trừ nhau bằng 0. Bên cạnh đó, kĩ năng phân tích delta 
chính phương mà ta đã xét ở phần trước lại đưa về dạng bình phương của một biểu 
thức bậc 2, khó hơn và... thú vị hơn. Một lần nữa thì kĩ thuật hệ số bất định được sử 
dụng, đó cũng có thể là những thắc mắc của các bạn khi đọc sách, tôi nghĩ là vậy. 

3. Phương pháp hàm sổ 

Ta đã xét pp này cũng như một số định dạng của nó ở phần pt. Ở phần hệ pt, pp này có 
thể được dùng để tìm quan hệ x,y trên một pt nào đó. Tư duy xuyên suốt trong phần 
này là: ta phải tách (cô lập) V và y về hai vế của pt đang xét. 


Ta xét hệ pt sau: 


x 2 yịl + y 2 +1 j = 2x + 2yjx 2 +4 (l) 
2yjy 2 + 3 + V4 + 3v 2 =4x (2) 


Để cho quen, ta tìm điều kiện xác định cho pt, vì bước này tương đối quan trọng. Ta 
thấy các căn thức đều >0 với mọi x,y . Nhưng pt (2) lại là dạng mà ta đã xét ở pt hệ 
trước. Vế trái là một biểu thức luôn dương, do các căn luôn >0 (vì bình phương mà 
cộng thêm một hằng số thì luôn dương). Do đó để (2) có nghiệm, tức là hệ pt có 
nghiệm, thì 4x > 0 => X > 0. Vì vậy, điều kiện của hệ pt là V > 0. 


Tất nhiên, bước đầu tiên ta phải xem pt nào có thể giải được trước, ta thấy pt thứ 2 có 
quan hệ x,y khá xấu. Lại thấy pt (1) có thể cô lập x,y về 2 vế. Do đó, ta tập trung xử lí 
pt (1). Ta tìm cách cô lập, ta thấy VP toàn là X và vế trái là biểu thức chứa y có lẫn 
một phần tử X 2 , do đó ta tìm cách khử luôn X 2 này. Để thực hiện, ta chia 2 vế pt cho 
X 2 , nhưng trước tiên, điều kiện kiên quyết là x^o, điều này thoả mãn vì hệ pt có điều 


kiện V > 0, nên ta chia 2 vê của (1) cho X 2 , ta có: (l) ^y(l + Vr+ĩ)--H—yVv 2 + 4 . 


Ta tìm một dạng hàm số thích hợp. Ta lấy một vế của pt "làm chuẩn”, ví dụ ta lấy VT 
làm chuẩn: /(í) = ti 1 + \lt 2 +1 Ị, ta cố gắng biểu diễn VP theo f(t), ta có: 
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í I - ~7 N 

2 2 / 2 — 2f, 1 I 2 . A 2 , 1 f2) x . , 

— + — \Jx+4 = — l + — \]x + 4 =— 1 + , 1+ — . Cách tách này dựa trên ý tưởng 

XX x{ X J X \ lx J 

V 

/ ( t ) nên ta trước hết rút nhân tử chung cho giống "t", sau đó biểu diễn phần còn lại 
trong ngoặc thành Ịl + \lt 2 +1 j . Đó chính là hướng tư duy khi ta đã nghi ngờ được hàm 

2 

số f{t), hàm này đồng biến nên ta dễ dàng suy ra y = —, vì X > 0 => y > 0. Thay vào 

X 

(2) ta có: 2^ị^+3 + ■J^+3x 2 -4x 


<=> ly/ĩ+ỉx 2 + xyỊĨ+ỉx 2 = 4x 2 <=> (2 + x)V4 + 3jr =4x 2 


Pt này ta nhẩm được nghiệm đẹp là V = 2 và một nghiệm khác âm. Do đó, ta có thể 
bình phương 2 vế, dùng sơ đồ Hoocne cho pt bậc 4 để giải và phần ngoặc bậc 3 còn lại 
chứng minh nó vô nghiệm với mọi x>0. Cách này xem ra là tự nhiên nhất. 

Điều kiện pt cho phép ta suy ra X dương nên ta thật sự tiện lợi trong quá trình giải. Do 
đó, một lần nữa các bạn chú ý tìm điều kiện cho biến thật chặt thì sẽ tốt hơn. Bên cạnh 
đó, tư tưởng hàm số cô lập các biến là điều bắt buộc trong pp hàm số giải hệ pt loại 
này. Có nhiều cách để cô lập. Các bạn cố gắng tìm ra chúng. Điều này không quá khó 
khăn khi các bạn luyện tập nhiều. 

Ta xét thêm một hệ nữa, rắc rối hơn một tí: 


Ụx 2 + ĩ - 3x 2 y + 2 j Ụ4y 2 + 1 + 1 j = 8*y (l) 
x 2 y-x + 2 = 0 (2) 


Ta không thể kết luận nhiều về điều kiện của hệ. Từ pt (2), ta thấy biến y bậc 1 nên 

^ y , ■> X _2 

bằng pp rút thế truyền thống có thể rút ỵ = , nhưng cũng chưa có nhiều lợi ích, 

X 

khi thay lên (1), lại có một pt tương đối lằng nhằng. Với tư tưởng hàm số, ta xét pt (1). 
Một hình thức pt tương đối quen thuộc và giống giống hệ pt vừa xét. Ý tưởng chủ đạo 
vẫn là phải cô lập được 2 biến x,y . Ta thấy rằng, nếu chia 2 vế cho nhân tử 

ÍJ4y 2 +1 +l)v 2 , thì VP sẽ toàn biến y , ta có (l) o — + 2 -3 y - — 

^ ' x ^4 y 2 +1+1 
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■\Jx 2 + 1+2 


8 / 


3 v(*). Bước cô lập xem như hoàn tất, nhưng một biểu 


* 2 yỊ 4y 2 +l+l 

thức quá xấu không gợi lên một hàm số nào hết. Phân tích tiếp. Ta thấy rằng, VT căn 
thức nằm trên tử, do đó, để "đối xứng” thì căn thức VP cũng phải nằm trên tử. Để làm 
được điều này, ta thực hiện trục căn thức ở mẫu, một kiến thức đã học ở lớp 9, nói đâu 
xa, đó là kĩ năng liên hiệp thôi. Và kĩ thuật này rất hay dùng trong những bài toán sử 

, , 8/ „ 8/ÍVV+ĩ-l) „ Ị7~r~, _^ 

dụng hàm số. Ta có , = - h3 y =--——- --3 y = 2yJ4y 2 +1 + y . Do đó ta 

V4/+1+1 4 - v 

có: 

(*) <=> — + 2 + — = 2y^4y 2 +1 +y ( 3 ). Đến đây, từ hình thức của biểu thức ở VP ta 

X 


t ™ . V , , , * ., ^X 2 +1 + 2 


suy nghĩ đến dạng hàm số / (í) = t4ĩ +1 + —. Ta tìm cách phân tích 

\ rp r yỉx 2 +1+2 1 /~T 

f(t). Ta có: ' 


ố / (í) = tyt 2 + 1 +-7-. Ta tìm cách phân tích —— -2 - theo 

2 X 

1 n 2 

= — —- + 1 +—không đảm bảo được dạng của /(í) , vì nếu 

x\ X X 

2 1 

theo dạng / (í) thì không phải —_ mà phải là mới hợp lí. Do đó cách tách của ta 

X 2x 

chưa hợp lí. vấn đề của ta nằm ở con số 2, nên ta chú ý vào nó nhiều hơn. Lại thấy pt 
(2) ta có thể rút được 2 = X-x 2 y nên ta thay vào pt, ta có: 

4yy ì+ - *ỵ_ _ +y o 47TĨ+X _ 2j ,^r^ +2 v 

X X 

<^> — * -y + 1 + — = 2y^4y 2 +1+2 y . Cách tách này cho ta dạng hàm số 

xỵ X X 

f{t) = ty[ĩ + \+ t, hàm số này đồng biến nên xem như thành công. 



8/ 8.Ww+i-i) , , rr— *.. 

7 ^ — = 7 , -— w , 4 r—V = 2 V \ 4v +1-1 nói chung chưa chặt chẽ, 

TvTT+i VĨ7TÍ+1 VĨ7TĨ-1 -b- I 
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khi biểu thức nhân vào vẫn chưa ^ 0 với mọi y , hay nói cách khác, phép tính trên chỉ 

Ị—y “ 2 j ry- 2 

đúng khi y * 0. Thứ ba, biểu thức —- Y -= —. —r + 1 + —r không đúng với mọi V vì 

X X V X X 

khi x>0 thì mới đưa — vào trong căn được. Đó là 3 vấn đề có thể bạn sẽ bỏ qua, 

X 

nhưng là những lỗi sai mà không thể cho điểm được. Nói tóm lại, từ 3 vấn đề trên, ta 
phải chỉ ra được: X > 0 và y ^ 0 hoặc X > 0 và y > 0. Điều này cần một chút ở kinh 

nghiệm giải bài của các bạn. Xét pt (1): Ụx 2 +1 -3x 2 y + 2 ) jỤ4y 2 +1 + lj = 8x 2 y 3 ta 

thấy, với y < 0 thì -3x 2 y > 0, do đó Vx 2 +1 - 3x 2 y + 2 > 0 và yl^y 2 +1 +1 > 0 suy ra VT 
lớn hẳn hơn 0, trong khi đó VP = 8x 2 y 3 < 0. Do đó pt vô nghiệm với y < 0. Suy ra điều 
kiện của pt là y > 0. Ta giải quyết được một vướng mắt. Tiếp theo, ta tìm điều kiện để 

^ ,x - 2 -V A'XJ./V 

X > 0. Từ pt (2), ta có , =y>0=>x>2, càng tốt. Tới đây, coi như bài toán hoàn 

X 

tất khi ta đã giải quyết tất cả các rào cản trước khi xét hàm số. Bước thế vào (2) thì 
tương đối đơn giản rồi. 

Một bài toán khó đòi hỏi cộng gộp giữa kĩ năng định hướng và giải quyết những vấn 
đề phát sinh. Đây không phải là một kĩ năng dễ. Do đó hi vọng các bạn có quĩ thời gian 
nhất định để rèn luyện thêm nhiều bài toán khác nhau, có cái nhìn sâu hơn nữa. Kĩ 
năng hên hiệp đưa về dạng pt đẹp hơn cũng là một chú ý quan trọng của hệ pt trên. 
Ngoài ra, ta còn có một vài chú ý nho nhỏ khác. 

4. Mốt sổ công cu bổ trơ trong quá trình rút quan hê X. V 


- Liên hiệp đưa về dạng hàm số: 

Xét pt: 3xyịl + yj9y 2 +l) = --ì - -ị= . Cô lập về hai vế của pt, ta có: 

' ' ' Vx+1-Vx 

. Vì căn thức ở VP ở tử số nên căn ở VP cũng nên như 

\J X +1 + •'/x 


3v(l + V 9 X 2 +l) : 


xỊVx + 1 -\Jx 


vậy. Để làm điều này, ta dùng hên hiệp: 3y(l + J9y 2 + 1) = + = — — 

' ' Xy\J X +1 - Vx lỊVx + l + vx j 

<^>3y(l + V9y 2 +l) = ^^ + ^ ^3yịl + ^9y 2 +lj = -^"l + ^ĩ7ĩ 


. Xong! 
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- "Chuyển cộng thành trừ" 

Đây hầu như chỉ là một mẹo nhỏ, dựa trên tư tưởng đơn giản nhưng không đơn giản 
A A là: X 2 = (-x) 2 , dùng mẹo này để chuyển về dạng hàm số thích hợp hơn. Ta xét pt: 

Ỉ2x + ^4x 2 +ì)ịy + Jy 2 +ì) = \^>2x + ^4x 2 +1 = - Ị- - 

1 A ’ y + yỊy 2 +l 


•w> 2 x + V 4 x^ + 1 — y- — y y — — -y 2x + \J 4x + 1 — —y + yịỹ + 1 

(y + V7TI)(V77ĩ-y) 

<=> 2x + yj4x 2 +1 =-y + J{-y) 2 +1 ■ Xét hàm số trên M nữa là xong. 

Có thể bạn sẽ thắc mắc tại sao lại liên hiệp với yịy 2 +1 - y mà không phải là 
y- + 1 cho thuận. Lí do là để sau khi liên hiệp xét dấu dễ dàng hơn. Ta có: 

yj'y 2 +1 > tỊv 2 = ịy I > y => yjy 2 +1 - y > 0, do đó không phải lo sợ trường hợp nó âm 
hay bằng 0 gây khó xử nữa. 

- Tìm điều kiện xác định cho X, y dựa vào biểu thức A của pt bậc hai 

Các bạn đã biết rằng, một pt bậc 2 có nghiệm khi À > 0. Từ biểu thức này, ta có thể tìm 
được ĐKXĐ cho x,y . Cụ thể, ta xét pt sau: 

X 2 + y 2 + xy - Ix - 6y +14 = 0 

Ta xem như pt đã cho là ptbậc 2 theo X nên ghép pt: X 2 +(y-7)x + y 2 -6y + 14 = 0. 

Pt này có biểu thức delta: À = (y-l) 2 -4[y 2 -6y + 14) = -3y 2 +10y-7 . Để pt có 

7 

nghiệm, tức là có quan hệ x,y thì À > 0 => -3y 2 +10y-7>0<=>l<y<Ỷ - Tương tự, để 

tìm điều kiện cho X, ta xét pt bậc 2 theo y , làm tương tự. pp này bổ trợ khá đắc lực 
trong việc chứng minh đạo hàm của hàm đại diện đơn điệu. Ví dụ, ta có hệ sau: 

X 2 +y 2 +xy-lx-6y + 14 = 0 
< (2x 2 -3x + 4)(2y 2 -3y + 4) = 18 
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Thông qua xét hệ pt này, tôi đề cập luôn một dạng khác khá hay của hàm số, đó là 
đánh giá giá trị hàm số tại biên, tạm gọi vậy. Cơ sở là tìm min, max của hàm số bằng pp 
đạo hàm, khi ta có linh cảm các giá trị cực trị của hàm số trùng với giá trị của pt. Với 


7 10 

bài toán này, khi dùng delta như trên, ta suy ra ĐKXĐ là: 1 < y < — ,2 < V < -J-. Do đó 


xét hàm số / (v) = 2x 2 - 3x + 4 trên 


4 


, ta có f'(x) = 4x-3 >0,v*' 




, do đó 


/ (x) đồng biến trên 


‘7 


í 7 T 


, nên /(l) < f{x) < f -- => f(x) > 3. Một cách tương tự, 


V 


ta xét hàm số /(y) = 2 y 2 - 3v + 4 trên 


2; Ụ 

; 3 


cũng suy ra được /(y) > /(2) = 6. Do 


đó, ta có /(v)./(y) > 18. Yêu cầu bài toán suy ra x = l,y = 2. về mặt lí thuyết thì hàm 
số đã xét không đơn điệu trên toàn M nên bước chặn giá trị x,y như vậy làm ta dễ 
dàng hơn trong việc xét hàm số và đánh giá. 


Riêng các phương pháp ẩn phụ và đánh giá thì tôi xin dành cho các bạn, vì loại này 
thường không có những điển hình cụ thể mà biến đổi theo từng dạng hệ pt nên đòi hỏi 
các bạn phải tư duy. 


Đặt ẩn phụ có tư duy chủ yếu là gom những thành phần giống nhau, sau đó đặt ẩn mới 
cho gọn nhẹ hoặc chuyển hệ đã cho thành hệ đối xứng, hệ giải được bằng pp nhân tử 
chung, hàm số,... 

Đánh giá với nền tảng là sử dụng các bất đẳng thức cơ bản, sử dụng đạo hàm là chính. 
Dấu hiệu của chúng là khi ta chuyển về một vế của pt thì với mọi x,y thuộc miền xác 
định, ta luôn thấy biểu thức luôn > 0 hoặc < 0. Do đó, trường hợp xảy ra dấu "=" của 
bất đẳng thức ta đánh giá chính là quan hệ x,y hoặc là nghiệm của hệ pt. 


Phương pháp kết hợp 2 pt trong hệ cũng là một dạng rất rộng và khó. Nên e là trong 
phạm vi ngắn ngủi của một bài viết không thể lộ tả hết bản chất cũng như dấu hiệu 
cho các bạn được. Nếu các bạn quan tâm có thể tìm đọc sách mà tôi đã giới thiệu ở 
phần trước hoặc cách loại sách khác có đề cập. Định hướng và nền tảng kiến thức 
được trình bày hết sức rõ ràng, và tất nhiên là phải trải qua quá trình rèn luyện và trải 
nghiệm nữa thì mới thấu hết được phương pháp cũng như những biến dạng của nó. 

Bài viết của tôi tạm thời dừng lại tại đây. Nếu có thêm thời gian, tôi sẽ tiếp tục với chủ 
đề về bất đẳng thức và bài toán min max. Một số, chỉ là một số thôi những kiến thức 
mà tôi thu nhặt được trong quá trình học, vì tôi cũng là một người khá yếu về phần 
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này. Bên cạnh đó, có thể tôi sẽ đề cập thêm một phần về những dạng bài tập nâng cao 
có liên quan đến kiến thức đạo hàm, dãy số,... Đó là chuyện của tương lai. Xin mạo 
muội được kết thúc tại đây. Trong quá trình biên soạn luôn chất chứa những thiếu sót, 
hi vọng các bạn bỏ qua và có thể đóng góp, trao đổi thêm về những kinh nghiệm của 
các bạn với tôi. Nếu thời gian cho phép tôi sẽ cùng trao đổi và tiếp thu những phần 
mình còn thiếu sót. Thân ái! AA 
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